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es statistiques peuvent étre définies comme I’ensemble des techniques qui
permettent d’étudier une vaste collection d’éléments, en limitant I'étude a
une fraction bien choisie de cette collection.
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STATISTIQUES

1.1 Population et échantillon

On appellera population la collection d’éléments que I'on envi-
sage, et échantillon la fraction d’éléments qui va permettre I'étude
d’'un caractére de la population, soit qualitatif soit quantitatif.
L'opération permettant de constituer I'échantillon s’appellera préle-
vement. Le nombre d'éléments de I'échantillon est appelé taille de
I’échantillon.

Pour constituer un échantillon représentatif de la population, le
prélevement doit obéir a certaines régles. La principale est que le
prélevement soit tel qu'il offre & chaque élément de la population
une chance égale d’étre prélevé. Il est évident, en effet, que, si
certaines catégories d'éléments ont des probabilités d’étre prélevées
supérieures a celles des autres, I'échantillon ne sera représentatif
que de ces catégories. Un prélevement répondant a cette condition
est appelé prélevement au hasard.

Effectuer un prélevement au hasard est en général une opération
difficile.

Dans un premier cas, les éléments de la population pourront étre
rassemblés en un méme lieu. Par exemple, des petites piéces méca-
niques seront mises dans une caisse, et on prélévera chaque élément
aprés un brassage soigneux. Toutefois cette méthode, au reste
imparfaite, n'est pas toujours réalisable.

Dans un deuxiéme cas, on pourra numéroter les éléments,
reporter ces numéros sur des jetons, et effectuer un tirage au sort
de ces jetons. Une autre méthode, plus rigoureuse, consistera a
utiliser les tables de nombres au hasard (ces tables présentent des
lignes successives de chiffres obtenus au hasard par des procédés
analogues a celui qui consisterait a mettre dix boules numérotées
de 0 a 9 dans une urne de Bernoulli et a faire des préléevements
successifs). Dans ce cas, chaque élément est numéroté, on prend
une suite de nombres dans la table qui permet de désigner les élé-
ments a prélever comme le montre I'exemple ci-dessous.

Exemple

Supposons que I'on veuille prélever au hasard 20 piéces dans un lot
de 1 000 pieces. Nous numéroterons les pieces de 000 a 999, puis, dans
un endroit quelconque de la table, nous prendrons une suite de
60 nombres, soit par exemple : 549727206819403 etc.

On prélévera alors les pieces 549, puis 727, puis 206, puis 819, etc.

Remarque : pour répondre a la régle énoncée au 3% alinéa un
prélevement au hasard devra nécessairement étre non exhaus-
tif. Toutefois, si I'échantillon ne représente qu’une fraction faible
de la population (en pratique inférieure a 0,1), un prélevement
exhaustif pourra, en premiére approximation, étre considéré
comme un prélevement au hasard.

1.2 Distributions statistiques

1.2.1 Mise en ordre des données

En possession d’un échantillon d’éléments, on détermine sur cha-
cun d’eux la valeur de la caractéristique étudiée. On obtiendra ainsi
un certain nombre de données qu’il est nécessaire de mettre en
ordre. En effet, les résultats ont été obtenus I'un aprés l'autre, et la
série chronologique ainsi constituée n’est pas exploitable.

Dans les cas les plus simples, les résultats seront présentés dans
un tableau analogue au tableau 1.

Exemple : contrdle qualitatif de pieces (tableau 1).
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Tableau 1 - Contréle qualitatif de pieces (exemple)

Piéces bonnes 953
Pieces mauvaises 47
Total 1000

Dans le cas d’un caractére quantitatif, on représente les résultats
sous forme d’un tableau analogue au tableau 2.

Exemple : &ge des ingénieurs d'une société (tableau 2).

Tableau 2 - Etude d’un caractére quantitatif
d’une population (exemple)
Age

Age Age

Nombre Nombre Nombre

(ans) (ans) (ans)
62 2 48 6 34 4
61 0 47 0 33 12
60 1 46 2 32 9
59 1 45 2 31 9
58 1 a4 3 30 12
57 3 43 2 29 9
56 0 42 4 28 6
55 1 41 5 27 8
54 1 40 3 26 15
53 1 39 1 25 9
52 3 38 7 24 3
51 3 37 3 23 5
50 2 36 3 22 1
49 0 35 4

Si on étudie deux caractéres de la méme population, on pourra
établir un tableau a double entrée.

Exemple : étude de la couleur des yeux et de la couleur des cheveux
d'une population (tableau 3).

Tableau 3 - Etude de deux caractéres quantitatifs
d’une population (exemple)

Cheveux
Yeux . Totaux
Blonds Bruns Noirs Roux
Bleus 1768 807 189 47 2811
Gris-vert 946 1387 746 53 3132
Noirs 115 438 288 16 857
Totaux 2 829 2 632 1223 116 6 800

Nous appellerons d'une fagon générale distribution statistique
'’ensemble ordonné des résultats obtenus.

1.2.2 Classes d'une distribution statistique

Quand les résultats obtenus sont nombreux, on les regroupe en
classes d'intervalles égaux ou variables selon les cas. On affecte
ensuite a chaque élément de la classe une valeur du caractere,
comprise dans l'intervalle (en général la demi-somme des limites
de la classe). Ainsi I'exemple donné dans le tableau 2 peut étre
résumé par le tableau 4.
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Tableau 4 - Etude d’un caractére quantitatif
d’une population, tableau simplifié (exemple)

(I;r?:) Effectif Effectif cumulé
65> A= 60 3 166
60> A=55 6 163
55> A= 50 10 157
50> A=45 10 147
45> A= 40 17 137
40>A=35 18 120
35>A=30 46 102
30>A=25 47 56
25>A=20 9 9

Total 166

On appellera fréquence d’une classe le rapport de |'effectif de la
classe a I'effectif total.

On appellera effectif cumulé, ou fréquence cumulée, la somme de
I'effectif, ou de la fréquence, de la classe considérée et des effectifs,
ou fréquences, des classes inférieures.

1.3 Représentations graphiques
des distributions statistiques

1.3.1 Diagrammes en barres
et diagrammes circulaires

Cette méthode de représentation consiste a diviser la surface d'un
rectangle (diagramme en barres) ou d'un cercle (diagramme
circulaire) en secteurs dont la surface est proportionnelle a la
fréquence d’observations d’une valeur, ou a I'effectif d’une classe
du caractere étudié.

1.3.2 Diagrammes en batons
et polygones de fréquence

Les diagrammes en batons sont obtenus en portant en abscisses
sur un graphique les valeurs xq, xo, ..., X,,, prises par le caractéere
étudié, et en ordonnées les fréquences ou les effectifs f, f,, ..., f,,
correspondants. lls s’appliquent essentiellement aux distributions
de caractere discontinu.

Exemple : nombre de défauts observés sur un lot de pieces de tis-
sus (tableau 5).

Tableau 5 - Etude du nombre de défauts d’une population
(exemple)

Nombre de défauts x Nombre de piéces f

STATISTIQUES

Le diagramme en béatons correspondant au tableau 5 est repré-
senté par la figure 1.

Si, dans le plan x, f, on joint les points représentant les couples
(x1,f1) .... (x,, f,), on obtient le polygone des fréquences.

1.3.3 Histogrammes

L'histogramme est obtenu en portant sur un graphique en
abscisses les intervalles de classes, et en construisant sur ces inter-
valles de classes des rectangles de surface proportionnelle a I'effectif
delaclasse considérée. Lorsque les intervalles de classes sont égaux,
I'histogramme est une variante du diagramme en batons.

L'histogramme correspondant a I’'exemple du tableau 2 (4ge des
ingénieurs d’une société) est représenté par la figure 2.

On utilise également les histogrammes cumulatifs (figure 3,
d’aprés I'exemple du tableau 2), obtenus comme les histogrammes
simples, mais a partir des effectifs ou des fréquences cumulées.

L'histogramme est extrémement simple a établir et présente un
intérét considérable ; aussi sera-t-il indispensable de I'établir avant
chaque étude statistique.

Il donnera l'allure générale de la distribution statistique, et per-
mettra de déceler certaines anomalies, soit dans la population étu-
diée, soit dans I’échantillonnage, soit méme dans I'obtention des
données.
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Figure 1 - Diagramme en batons et polygone des fréquences
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Figure 3 - Histogramme cumulatif

Par exemple, un histogramme présentant plusieurs maximums est
tres souvent l'indice d'une population hétérogene obtenue par un
meélange de plusieurs populations. Dans d’autres cas, on observe
des effectifs anormalement élevés dans certaines classes corres-
pondant soit a des valeurs simples de la mesure (par exemple, la
classe de mesure 10 est gonflée, au détriment des classes 9,9 et 10,1),
soit a des valeurs voisines et intérieures aux tolérances imposées.
L'histogramme révele ainsi la falsification, inconsciente ou volon-
taire, des résultats par I'opérateur chargé des mesures, qui arrondit
a un nombre simple les résultats obtenus ou repousse des mesures
hors-tolérances a l'intérieur des limites de controle.

1.4 Parametres caractéristiques
de la distribution statistique

La distribution statistique rassemble un nombre élevé d’informa-
tions élémentaires. De ce fait, elle est d'un maniement assez lourd
pour caractériser la population. C'est pourquoi on définit un certain
nombre de parameétres qui doivent avoir les propriétés suivantes :

— ils tiennent compte de toutes les données ;

— ils sont peu variables d'un échantillon a un autre ;

— ils sont simples a obtenir et se prétent au calcul algébrique.

Une premiére catégorie de parametres rend compte de la valeur
dominante ou de la tendance centrale de la population (8 1.4.1). Une
deuxiéme catégorie caractérise la dispersion ou I'étalement (8 1.4.2).

A 166 -4

1.4.1 Parametres caractérisant la tendance
centrale

Les parametres les plus utilisés sont le mode, la médiane et les
quantiles, le milieu de I'étendue, et la moyenne. Ces parameétres sont
confondus quand la distribution est rigoureusement symétrique.

1.4.1.1 Mode

C’est la valeur du caractére mesuré qui est observée le plus
souvent. Autrement dit, c’est I'abscisse correspondant au point
d’ordonnée maximale du diagramme en batons ou de I'histo-
gramme. Ce maximum peut n’étre d’ailleurs qu’un maximum relatif
et une distribution peut posséder plusieurs modes ; elle est dite alors
plurimodale.

Nota : nous avons déja indiqué qu’une population plurimodale était souvent constituée
par le mélange de plusieurs populations (8 1.3.3).

1.4.1.2 Médiane et quantiles

La médiane est la valeur du caractere qui sépare la distribution
ordonnée en deux sous-ensembles d’effectifs égaux. Dans I'exemple
donné dans le tableau 2, la médiane est égale a 32. Cela signifie que
la moitié des ingénieurs sont agés de moins de 32 ans.

On définit également les quantiles qui sont les valeurs du para-
metre, qui divisent la distribution en quatre sous-ensembles d’effec-
tifs égaux ; on définit de méme les déciles, les centiles, etc. D'une
facon plus générale, on appelle quantiles d’ordre v, les v — 1 valeurs
du caractéere qui partagent la distribution en v sous-ensembles
d’'effectifs égaux. Ces paramétres sont trés utilisés dans les statis-
tiques démographiques.

1.4.1.3 Milieu de I'étendue

Il est égal a la demi-somme des valeurs extrémes prises par la
distribution. Il est souvent appelé midrange, ayant fait I'objet de nom-
breux travaux de statisticiens anglais. Il est clair que ce parameétre
ne posséde aucune des propriétés énoncées plus haut, mise a part
la simplicité de son calcul. Toutefois, pour cette raison, il peut étre
employé dans certains contréles en cours de fabrication, sous
réserve que la taille de I'échantillon soit trés faible (en pratique infé-
rieure a 10).

1.4.1.4 Moyenne

Soit x;la valeur du caractere prise avec |'effectif n;. La moyenne x
est donnée par I'expression :

Znixi Znixi
A E—
20 "

i

On comprend tout de suite I'importance de la moyenne en notant
I'analogie de ce parameétre avec le moment d’ordre 1 d’une loi de
probabilité théorique ([A 165] Probabilités).

X = enposant n =Y n;
7

1.4.2 Parameétres caractérisant la dispersion

Les principaux parameétres utilisés sont I'étendue, la variance et
I"écart-type, I'écart-moyen, et les interquantiles.

1.4.2.1 Etendue

Elle est égale a la différence des valeurs extrémes prises par la
distribution. On la trouve souvent dans la littérature sous le nom
de range. Comme pour le milieu de I'étendue, ce paramétre ne rend
compte de la dispersion que dans le cas d’échantillons de taille tres
faible.
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1.4.2.2 Variance et écart-type

Avec les notations du paragraphe 1.4.1.4, la variance est donnée
par I'expression :

Y n;(x;-X)?

_
Var (x) = "

La racine carrée de la variance s’appelle I'écart-type ou encore
I"écart quadratique moyen.

Remarque : calcul pratique de la variance et de |'écart-type

L'expression précédente ne doit jamais étre utilisée pour effec-
tuer le calcul de la variance ; il est plus simple et plus précis d’uti-
liser la formule suivante :

0 X,?

¥ 2

Var(x) = 4——— X
(x) -
En effet:

_ 2 _ _

Y ni(x;—x)? Z”ixi ZXZn,-x,- xzz n;
Var (x) = - = - - ! + .
n n n n

Zn,—x,

or 4 = Xx et Zni: n
a 7

Comme la moyenne, la variance des données présente une
analogie avec le moment centré d’ordre deux d'une loi de pro-
babilité théorique ([A 165] Probabilités). Ceci explique I'impor-
tance considérable de la variance.

1.4.2.3 Ecart-moyen

Il est égal a la moyenne des valeurs absolues des écarts des
mesures a la moyenne x :

Zn,—‘x,——?‘
_ 7

e
m n

Ce parameétre est d'un emploi de moins en moins répandu, I'uti-

lisation des valeurs absolues limitant beaucoup son exploitation
mathématique.

1.4.2.4 Interquantiles

On peut encore caractériser la dispersion par les interquantiles,
qui sont définis par I'intervalle séparant les deux quantiles extrémes.
Nota : les quantiles ont été définies au paragraphe 1.4.1.2.

1.5 Calcul des parametres
d’une distribution statistique

Nous avons vu (8 1.2.2) qu’il était commode de regrouper une dis-
tribution en classes. Nous allons montrer que I'on peut se servir de
cette nouvelle présentation pour calculer plus aisément les para-
metres de la distribution, aux dépens d’une trés minime perte de
précision.
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1.5.1 Valeur a affecter aux éléments d'une classe

Elle dépendra de la nature de la distribution statistique envisagée.

Par exemple, dans le cas d'une distribution a caractére continu,
I'intervalle de classe est égal a I'unité, et la valeur a affecter sera
le milieu de l'intervalle.

Par contre, dans le cas d'une distribution discontinue, il en sera
autrement. Supposons, par exemple, qu’on fasse une étude statis-
tiqgue sur le nombre de défauts n de piéces de tissus. La classe
5=<n <10 renferme des piéces possédant 5, 6, 7, 8, 9 défauts. La
valeur a donner a cette classe sera 7 (ce qui est d’ailleurs physi-
quement beaucoup plus significatif que 7,5).

Quelques difficultés se poseront également au niveau des classes
extrémes qui peuvent regrouper des valeurs trés dispersées.

1.5.2 Changement d’échelle
et changement d’origine

Méme aprés regroupement en classes de la distribution, il peut
étre trés bénéfique d’effectuer un changement d’origine et un chan-
gement d’échelle, consistant par exemple a affecter a la classe cen-
trale une valeur nulle et a l'intervalle de classe une valeur égale a
I'unité. Ceci sera précisé dans I'exemple traité au paragraphe 1.5.4.

1.5.3 Présentation des calculs

On ne saurait trop insister sur la nécessité de présenter les cal-
culs sur un tableau bien ordonné. Le maximum d’ordre entrainera
le minimum d’erreurs, et, dans ces conditions, méme des calculs
sur un échantillon de grande taille pourront étre effectués a la main
dans un temps réduit.

1.5.4 Exemple de calcul de la moyenne
et de I'écart-type

Reprenons I'exemple du tableau 2. Pour déterminer la moyenne
et I'écart-type, nous présenterons les résultats sous la forme du
tableau 6.

Tableau 6 - Calcul de la moyenne et de I'écart-type

(exemple)
n;u;

Classe X; uj n; N _ nu?
65> A= 60 62,5 4 3 12 48
60>A=55 57,5 3 6 18 54
55> A= 50 52,5 2 10 20 40
50>A=45 47,5 1 10 10 10
45> A= 40 42,5 0 17 e e e
40>A=35 37,5 -1 18 18
35>A=30 32,5 -2 46 184
30>A=25 27,5 -3 47 423
25>A=20 22,5 -4 9 144

Totaux | .eeeer e 166 921

Nous avons effectué le changement de variable suivant :
Xx;—42,5
u; = —5
ou Xj=5 uj+42,5
A 166 -5



STATISTIQUES

Dans ces conditions, on peut aisément calculer la moyenne :

Y, nju; = -227
i
_ -227
u = —1‘&— ~—1,37

X = 5u +42,5= 357

2
Zn,u,
4 u?=368
n

Var (u)

Var (x) = 25 Var u=92

et I'écart-type s sera donné par:

s = JVar(x) =9,6

Les résultats obtenus sont donc:

— age moyen = 35,7 ans ;

— variance = 92,25 ;

— écart-type = 9,6.

Nous nous sommes livrés au calcul fastidieux de la moyenne et
de I'écart-type sur la distribution brute. Nous avons ainsi trouvé :

— age moyen = 35 ans;

— variance = 94,5.

Compte tenu de la précision avec laquelle les dges ont été donnés,
les résultats obtenus plus haut sont largement satisfaisants.

1.6 Distribution statistique empirique
et lois de probabilité

Le lecteur sera sans doute frappé par le fait que nous avons utilisé
dans ce paragraphe des dénominations telles que moyenne et
variance, déja utilisées en calcul des probabilités ([A 165]
Probabilités). Cependant, il n’y a pas de confusion. En effet, le calcul
des probabilités définit les lois de probabilité de variables aléatoires ;
en statistique, quand on mesure un caractére sur des éléments
prélevés au hasard, on réalise en fait un événement au sens pro-
babiliste, et la mesure effectuée est une variable aléatoire dont on
reléve la fréquence. Par le biais des fréquences, et en s’appuyant
sur la loi des grands nombres, on voit immédiatement I'usage du
calcul des probabilités dans les statistiques.

L'objet des statistiques sera par conséquent de déterminer, a par-
tir des données de I'échantillon, la loi de probabilité de la variable
aléatoire représentant le caractére étudié.

Il existe, dans ces conditions, un parallélisme rigoureux entre
lois de probabilité et distributions statistiques empiriques, entre
probabilités et fréquences, variables aléatoires et mesures,
moyenne d'une loi de probabilité et moyenne d’échantillons.

2.1 Généralités

Dans le paragraphe 1, nous avons décrit les procédés qui per-
mettent de donner une représentation graphique et paramétrique
d’une distribution ; nous n’avons toutefois fait aucune hypothése sur
la forme de la distribution. Nous savons déja que nous ne pourrons,
en général, connaitre une population qu’au travers d’un échantillon ;
par conséquent, il sera nécessaire de faire une hypothése sur la
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forme de la population, c’est-a-dire de choisir un modele théorique
de distribution permettant de remonter de la connaissance de
I’échantillon a la connaissance de la population.

Le processus d'étude statistique d’une population sera le suivant :

— préléevement d’'un échantillon ;

— étude descriptive de I’échantillon mis sous forme d’une distri-
bution ordonnée ;

— choix d’'un modéle théorique de distribution, I'échantillon étant
par hypothése considéré comme représentatif de la population ;
nous avons déja vu, dans l'article [A 165] Probabilités, un certain
nombre de lois de probabilité parmi lesquelles nous sélectionnerons
le modele le plus adapté, en fonction des résultats obtenus sur
I’échantillon ; nous verrons (8 5) comment justifier ce choix qui peut
étre a priori assez arbitraire ;

— le choix d'un modéle théorique va permettre alors d'obtenir,
a partir des résultats de I'échantillon, des données beaucoup plus
élaborées sur la population.

2.2 Choix du modeéle de distribution

Le choix d'un modele de distribution n’obéit pas a des régles bien
établies ; en général, il résultera de :

— I’étude d’'un échantillon de grande taille fourni par la popu-
lation : allure de I'histogramme, ou du diagramme en batons,
juxtaposition et comparaison des fréquences observées avec les fré-
quences fournies par une loi théorique, etc;

— I'étude des causes de la dispersion du caractere étudié. Par
exemple, si on s’intéresse a la cote d'un assemblage mécanique
complexe, il est a peu pres certain que la loi de probabilité de cette
cote sera normale, car la dispersion est la somme des dispersions
sur les cotes des pieces élémentaires (application du théoréme
central limite).

D’une fagon générale, la grande majorité des variables aléatoires
continues suit une loi de probabilité normale (signalons cependant
que les mesures d’excentricités de piéces circulaires suivent une
loi du XZ). Quant aux variables aléatoires discontinues, on ne ren-
contre guére que des variables relevant, soit de la loi de Poisson,
soit de la loi binomiale.

2.3 Echantillon, variable aléatoire

Supposons que I'on étudie une population dont chaque élément
est, par exemple, caractérisé par une valeur variant continiment.
Supposons, de plus, que la distribution de ce caractére soit de
nature connue, par exemple normale, et que I'on connaisse éga-
lement les parameétres de cette distribution.

Prélevons un échantillon de n éléments dans cette population ;
nous savons qu’il existe dans la population une infinité d’échan-
tillons différents de taille n. Lensemble de ces échantillons constitue
également une population, et on peut considérer chaque échantillon
comme une variable aléatoire dans un espace a n dimensions. La
loi de probabilité de cette variable aléatoire pourra se déduire de
la loi de probabilité correspondant a la population initiale.

Ainsi, si les n mesures obtenues sur I'échantillon sont xq, x5, ...,
Xj, ..., Xpetsiladistribution de la population-mére admet une densité
de probabilité f(x), la loi de probabilité de cet échantillon, considéré
comme une variable aléatoire, aura comme probabilité élémentaire :
f(xq) f(xp) ... f(x,) dxq dxp ... dx,.

Cela suppose évidemment que les prélevements de la population
soient considérés comme des événements aléatoires indépendants.

De méme, les paramétres de I'échantillon pourront étre considérés
comme des variables aléatoires, et les lois de probabilité de ces
variables seront tirées de la loi de probabilité correspondant a la
population initiale, en partant de I'expression précédente. Il va de
soi que ces lois dépendront également de la taille de I'échantillon.
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Nous allons développer ces considérations, et nous emploierons
les notations suivantes, dans la suite de |'article :

— moyenne de la population : m ([A 165] Probabilités) ;
2 Xi
i .

— moyenne de |I'échantillon: x = —

— variance de la population : o2 (IA 165] Probabilités) ;

Y (x;-%)?

— variance de I'échantillon : s2 = £ —

2.4 Moyenne de I’'échantillon,
variable aléatoire

2.4.1 Espérance mathématique de la moyenne

Quelle que soit la forme de la loi de probabilité de la population-
mere, I'espérance mathématique de x sera m ; en effet, considérons
N échantillons, de taille n, de moyenne X; :

)?1...+)?i+...)?N

E[x] = N

qui tend vers m quand N tend vers I'infini.

2.4.2 Variance de la moyenne

La variance de x peut se mettre sous la forme :

2 X 2
i

Var(x) = E|lx-mP? = E —-m| =E

E Z‘(X'jm)z _o?
| T "

S|

2.5 Variance de I'échantillon,
variable aléatoire

On montre que la variance de |'échantillon a pour espérance
mathématique :

E[s?] tend vers 62 quand la taille de I’échantillon croit indéfiniment.
La variance de s2, Var(s?), a une forme beaucoup plus complexe.

2.6 Cas d’une population normale

Supposons que la loi de probabilité de la population soit normale,
de moyenne m et d’'écart-type o.

Considérons un échantillon de taille n, dont la moyenne et I'écart-
type sont donnés par :

S = %;(Xi*)?)z
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On montre que :
— les variables aléatoires x et s sont indépendantes ;
— laloi de probabilité de x est normale, de moyenne met d’écart-

type —— ;
Jn
2 (x;— m)?

— la quantité suit une loi de xz a ndegrés de liberté ;

o2

., ns? . . 2, . . .

— la quantité —- suit une loi de x° & n-1 degrés de liberté.
c

Or on sait ([A 165] Probabilités) qu’une loi de x2 a n— 1 degrés
de liberté a pour espérance mathématique et variance :

Elx?1=n-1

Var(x?) =2(n-1)
n-1
n
2(n-1) o4

n2

d’ou E[s?| = e
Var (s2) =

On en déduit également, en ce qui concerne I'écart-type :

7 (3
. E[s]:F—c:bnG
n 1_( n-1 )
2
ou T est la fonction eulérienne de 2° espéce ; notons que b, tend
vers 1 quand n tend vers l'infini ;

* en premiére approximation, I'écart-type de s vaut

o .
J2n '

suit une loi de Student-Fisher

+ lavariable t = J/n—-1 x x;m
a n-1 degrés de liberté.

Remarque

2 (Xx;j— m)?

Le lecteur pourra s’étonner que la quantité ’72 suive
o

2

. R . . . ns . .

une loi du %2 a n degrés de liberté, alors que —5~ suit une loi
c

du x% a n-1 degrés de liberté.

L'explication est simple : en effet, si on remonte a la définition
de la variable xz a n degrés de liberté ([A 165] Probabilités), on
voit que celle-ci est obtenue comme la somme des carrés de n
variables normales réduites indépendantes.

m
sont indépendantes, seuls n-1

X -
Or si les n variables —

X;— X
] sontindépendantes ; en effet, sion connait n -1

X%

de ces variables, la relation x = —I_r—f— permet d'obtenirla n

variables

eme
Par conséquent, la quantité :
=12
3 (x;-X)
i _ ns?
62 62

suit une loi du xz a n-1 degrés de liberté.
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2.7 Cas d'un échantillon de taille élevée

Si I’échantillon issu d’une population quelconque est de taille
élevée, on peut dire en premiére approximation :

— la variable x suit une loi normale, de moyenne m et d’écart-
o
type —;
Jn

— la variable s suit une loi normale, de moyenne ¢ et d’écart-

type o
J2n '

3.1 Généralités

Ayant choisi, pour la population étudiée, un modéle de distribution
théorique (8 2), il est nécessaire d’en déterminer les paramétres.
Faute de pouvoir prendre en compte la population compléte, il sera
impossible, en général, de connaitre les paramétres réels de la
population ; il sera donc nécessaire de les approcher a partir d’'un
échantillon.

Remarque : si on a pu obtenir d'une méme population un
grand nombre d’échantillons, les parametres moyens que I'on
en a tirés pourront étre considérés comme ceux de la
population (8 11).

La premiére approche pour déterminer les parametres de la popu-
lation consistera a prendre les parametres de I'échantillon ; il n'est
toutefois pas évident qu’on obtienne ainsi la meilleure représenta-
tion des parameétres réels de la population. En faisant subir a ceux-
cicertaines opérations, il est possible de mieux cerner les parameétres
de la population. Ces opérations portent le nom d’estimation, et on
appelle également estimation le résultat obtenu ; I'opérateur est
appelé estimateur. L'estimation la plus élémentaire consiste évi-
demment a prendre le paramétre méme de I'échantillon.

3.2 Qualités d’'un bon estimateur

Un estimateur dépend évidemment de la valeur du parameétre de
I’échantillon, et ainsi constitue une variable aléatoire dont on peut
obtenir la loi de probabilité a partir de celle qui correspond a la
population et de la taille de I'échantillon.

On obtiendra un bon estimateur t d'un parameétre 6 de la popu-

lation s’il remplitles conditions énoncées dans les paragraphes 3.2.1,
3.2.2,3.2.3, 3.2.4 et 3.2.5.

3.2.1 Convergence

Un estimateur t est dit convergent ou correct s'il converge en
probabilité vers le parametre 6 de la population, quand la taille n
de I'échantillon croit indéfiniment, ce qui se traduit par :

n et € étant quelconques, on peut trouver une valeur N telle que
n> Nentraine P(|t-8| <n)>1-¢

Il est utile d’utiliser un estimateur convergent car plus la taille de
I’échantillon croit, plus I'estimateur rend compte de la vraie valeur
du paramétre.
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3.2.2 Estimateur sans biais

Un estimateur est dit sans biais ou sans distorsion si son espé-
rance mathématique est égale au parametre a estimer de la popu-
lation, quelle que soit la taille de I"échantillon.

L'utilité d’un estimateur sans biais est évidente ; en effet, si on a
prélevé un grand nombre d’échantillons de la méme population, la
moyenne des estimations obtenues donnera une valeur assez
exacte du parameétre de la population.

Un estimateur convergent et sans biais est dit absolument correct.

3.2.3 Estimateur efficace

Un estimateur est dit efficace s'il est absolument correct et, de
plus, si, parmi tous les estimateurs absolument corrects, il possede
la variance la plus faible.

3.2.4 Estimateur exhaustif

On dit qu’un estimateur est exhaustif s’il rend compte de toute
I'information contenue dans I’échantillon. Ainsi I'étendue (§ 1.4.2.1),
qui ne prend en compte que les valeurs extrémes de |'échantillon,
n’est pas un estimateur exhaustif de la dispersion.

3.2.5 Facilités de calcul

Cette qualité évidente n’est pas souvent compatible avec les
autres.

3.3 Méthode d’'obtention des estimateurs

Soient xq, Xy, ..., X, les valeurs d’une variable aléatoire X obte-
nues sur un échantillon. On cherche a déterminer une estimation t
du parametre 0 de la population. La probabilité de prélever I'échan-
tillon précédent peut se mettre sous la forme :

£ = P(xq9)- P(Xp) ... P(x,,)

si on note P(x;) = P(X = x;).

P(x) dépend de la loi de probabilité correspondant a la popula-
tion, en principe connue, et du parametre réel inconnu 6 ; & s’écrit
donc:

F = p(x1,0)-p(xy0)....p(Xx,,0)

La fonction & s’appelle fonction de vraisemblance ; on démontre
que I'on peut obtenir un bon estimateur de 6 en prenant la fonction

0 (xq, ..., Xp) quirend £ maximale (d’ou le nom de méthode du maxi-

mum de vraisemblance donné a ce procédé). On obtient 6 en résol-

d¥

== - 0.

de
Nous ne nous étendrons pas plus sur cette méthode dont les

développements sont hors de propos avec cet exposé.

vant I'équation :

3.4 Estimation par intervalle

Nous avons recherché, par les méthodes exposées aux para-
graphes 3.2 et 3.3, une estimation d’'un paramétre de la population,
c’est-a-dire une certaine valeur qui représente le mieux le parametre
de la population, compte tenu des aléas d'échantillonnage. Nous
savons déja (8 3.2) que cette valeur est elle-méme une variable aléa-
toire, et qu’elle possede une loi de probabilité ; notre intention est
maintenant de situer, en terme de probabilités, la vraie valeur du
parametre par rapport a son estimateur, c’est-a-dire de déterminer,
autour de I'estimation, un intervalle dans lequel le paramétre de la
population a une probabilité 1- o de se trouver (o étant faible).
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Cet intervalle portera le nom d’intervalle de confiance et consti-
tuerace qu’on appelle ainsi I’estimation par intervalle, par opposition
a |'estimation ponctuelle exposée dans les paragraphes 3.2 et 3.3.
L'estimation par intervalle mesure, en quelque sorte, la précision de
I'estimation ponctuelle.

3.5 Estimations dans le cas de lois
de probabilité classiques

3.5.1 Cas de la loi binomiale et de la loi de Poisson

3.5.1.1 Estimation d’une proportion

Sur un préléevement de taille n, on observe k éléments identiques.
Soit p la proportion inconnue avec laquelle figure cette valeur au
sein de la population.

.k
La quantité & converge, nous le savons, vers p, quand naugmente

indéfiniment (théoreme de Bernoulli) et E[%] = p. En outre,
Var (%) = M tend vers zéro, quand n tend vers l'infini.

La quantité k/n est donc un estimateur absolument correct de p
(§3.2.2).

3.5.1.2 Intervalle de confiance

3.5.1.2.1 Cas d’un échantillon de taille élevée

Nous savons que, dans ce cas, la quantité k/n suit approximati-
vement une loi normale ([A 165] Probabilités), de moyenne p et

d’écart-type | w .

Dans ces conditions, on aura:

o [p=p) _k_ [p(-p) | _ 4
P{p Uy | = S SP+Uy | ——F— }-1&

u,, étant la valeur de la variable normale réduite u telle que :

Pllu|>uy)=0

k [p(1-p) k (1-p)
et P{F+ua %2’);?7”&@}:17&

En substituant k/n a p dans les quantités sous radical, on obtient
une premiére approximation de l'intervalle de confiance, qui sera
donnée par I'expression :

1 k k
i“w/F'F<1‘F>

3.5.1.2.2 Cas d’un échantillon de taille réduite

Si pestconnu, on peut, avec la loi binomiale, trouver les valeurs k4
et k, telles que :

S|

P(k<ky) = %

et P(k<ky) = 1_%

Nota : en fait, on ne trouvera pas, en général, de valeurs de k correspondant exactement
au seuil o, du fait de la discontinuité de la loi binomiale, mais on utilise les valeurs de k
correspondant au seuil o’ le plus proche de o.
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Pour chaque valeur de p, on pourra déterminer ainsi deux valeurs
de k/n. En portant p en abscisses et k/n en ordonnées, on pourra
tracer deux courbes C; et C,.

Réciproquement, si p est inconnu, et si on a obtenu sur un échan-
tillon I'estimation k/n, en tracant sur le graphique une paralléle a
I'axe des abscisses, d’ordonnée k/n, on obtiendra, par intersection
avec les courbes Cq et Cy, I'intervalle de confiance, comme le montre
la figure 4.

Ces courbes ont été établies pour des valeurs de n comprises
entre 5 et 100, aux seuils 1-o = 0,95 et 0,998.

Nota : si p est faible et n élevé, il est possible de tracer les courbes C; et C, a partir de la
loi de Poisson.

3.5.2 Cas de la loi normale
3.5.2.1 Estimation et intervalle de confiance de la variance

3.5.2.1.1 Cas ou la moyenne m de la population est connue

Z (X,‘*m)z
Nous savons (§ 2.6) que la quantité —L o2 suit une loi du x2
a n degrés de liberté ; par conséquent :
2 (x;—m)?
i —
E T =n
Z (x;— m)?
et E| t—— | =02
n
Notons que :
2 (x;—m)?
i —
Var —%z /= 2n
> (x;=m)? .
et var| L—— ) = £9
n n
Z (x;— m)?

Donc, si m est connue, la quantité —. constitue un esti-

mateur sans biais de la variance (§ 3.2.2).

I
i
! —»
& ﬂfoymne
Pr= Ff Pe= ?2 P

Figure 4 - Intervalle de confiance d’une proportion pour une loi
binomiale, dans le cas ou la taille de I'échantillon est faible
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Lintervalle de confiance est trés facilement déterminé par
I'expression :

Z (x;— m)?

xi/z(n)s—’ — sxf_(wz)(n) =1-o

ou Xé/z (n) et X?-(a/z) (n) sont définis par :

PIXM<xG (M} = 5

2 2 -1_-9
P{x (M <X _(oy2) (M = 1 5
On en tire:
> (x;— m)? Y (x;— m)?
) i2 =¢2=-41__ l_1_q
Xas2 (M) Xi(a/z)(”)

Ceci détermine l'intervalle de confiance.

Nota : signalons qu’on ne rencontre pas souvent ce cas : il est trés rare, en effet, de
connaitre la moyenne de la population.

3.5.2.1.2 Cas ou la moyenne m de la population est inconnue
ns?

> (= x)?
Nous savons (8§ 2.6) que la quantité —— = L

- suitune
2 2

loi du xz a n—1 degrés de liberté ; par conséquent :

ns?
E[?} =n-1

2
et E[ns } =¢?2
n-1
ns2
Notons que Var > | = 2(n-1)
c
2 4
et Var(ns ): 20
n-1 n-1

L'estimateur sans biais de la variance (8 3.2.2) sera donc, dans ce
cas, la quantité :

L'intervalle de confiance sera donné par I'expression :

Z(Xi—?)Z Z(X,.—)?)Z
i >g2> i
Ko (M=1) Xi—(um(n_”

Nota : ce cas est beaucoup plus usuel que le précédent ; il faudra se souvenir qu'il est
nécessaire d’utiliser la loi du xz a n-1degrés de liberté.
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Exemple
Sur une série de 10 mesures, on a trouvé les résultats suivants :

3 (x;- %)?

On recherche I'intervalle de confiance a 95 % de la variance.

Il sera donné par :
Y (x-X)? Y (x-X)2
L =052= A
2 2
X 0,025 X o975

Avec un nombre de degrés de liberté égala 9on a:

Xé,ozs =270
Xé,975 =190
soit 142 <62<10

Remarque : cas d'un échantillon de taille élevée.

Les tables de la loi du xz vont, en général, jusqu’a un nombre
de degrés de liberté v égal a 30. Si le nombre de degrés de
liberté est supérieur a 30, on utilise le résultat suivant : la varia-

ble u=./2y2-./2v-1 est une variable normale réduite qui

permet de calculer les valeurs Xi/z et X?—(Q/Z)'

3.5.2.2 Estimation et intervalle de confiance de la moyenne

3.5.2.2.1 Cas ou la variance o2 de la population est connue

Nous savons déja (§ 2.4.1 et 2.4.2) que E[X]=m et
Var(x) = 0—: ; la moyenne de I'échantillon est donc un estimateur
sans biais (8 3.2.2).

Sachant en outre (8 2.6), que x suit une loi normale, de moyenne
i c .
m et d'écart-type — , on peut écrire :
Jn

u, étant la valeur d’une variable normale réduite u définie par:
P(lu| > uy) =a

On en déduit :

Plx_u— X 9 -1
X -U =m=X+U,— = -0
Oﬂn C(n

Lintervalle de confiance est par conséquent :

H+

Xtu

<
(XA/E
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Exemple

Sur un échantillon de taille n= 25, on a trouvé x = 117 . L'écart-
type de la population est connu, et vaut ¢ = 7. L'intervalle de confiance
a 95 % est donné par :

117iua><15avec u, = 1,96

L'intervalle de confiance est approximativement : 117 + 2,74.

3.5.2.2.2 Cas ou la variance o2 de la population
est inconnue

Dans ce cas, I'estimation sans biais (8 3.2.2) de la moyenne de la
population est encore la moyenne de I’'échantillon. Par contre, pour
calculer lintervalle de confiance, on utilise la variable aléatoire

t=.J(n-1) (x;m) qui suit une loi de Student-Fisher a n-1
degrés de liberté.
On peut alors écrire :

P{—tu < —V”s” (X-m) < ta} -1-a

t,, étant définie comme la valeur d'une variable t de Student-Fisher
a n-1 degrés de liberté, telle que :
P{tl<t,}=1-a

Cette expression devient :

P{)?—ta s1 S ms X+t s }:1—(1
n-—

L'intervalle de confiance est alors :

X+t,

Rappelons que

Si on veut utiliser I'estimation s’ =

I'intervalle de confiance peut alors s'écrire :
_ s’
X *t

*n

Exemple
Reprenons partie des données de I'exercice précédent: n =25,

X = 117 et s=7. Lintervalle de confiance a 95 % est donné par :

;
24

Or t, = 2,06, et l'intervalle de confiance est approximativement :
117 +2,94.

M7 £ t,x

Remarque : si la taille de I'échantillon croit, t, tend vers u.
Ainsi, pour n élevé, on pourra utiliser la méthode du
paragraphe 3.5.2.2.1 en remplagant ¢ par sou s’ (n étant grand,
s=s').
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3.5.2.3 Estimation de l'écart-type

Nous avons vu (8 2.6), que E[s] = b,c. Par conséquent, dans le cas
d’une loi normale, on obtiendra une estimation sans biais (8 3.2.2)
de I'écart-type avec I'expression bl s.

n

n
n-1
variance (8 3.5.2.1.2), sa racine carrée n’est pas une estimation sans biais de |I"écart-type car
JE[u?] #E [u], uétant une variable aléatoire quelconque.

Rappelons que b, tend vers 1 assez rapidement quand n croit.
Rappelons par ailleurs que, si n est grand, s suit approximative-

. On

Nota : signalons, en effet, que si s2 est une estimation sans biais de la

. . o
ment une loi normale de moyenne ¢ et d’écart-type

AJ2n
pourra, dans ce cas, donner pour expression de l'intervalle de
confiance :

s
sEU——

3.5.2.4 Estimation de la variance
a partir de deux échantillons

Supposons qu’on ait obtenu deux échantillons respectivement
de taille ny et n, d'une population normale. On peut obtenir une
estimation sans biais (8 3.2.2) de la variance de la population avec
I'expression :
nyst+n,s?

15110035,

’

ny+ny,—2
— \2
D (xq;=Xq)
2 i
avec §]= 4—ov-——
n
= \2
2 (Xp;=X2)
2 i
Sy = —mM8M8¥ ——
ny
2
. 2 . ) ., NSy
En effet, si 6 est la variance de la population, la quantité 3
2
. . 2. ) . . . N353
suit une loi du x“ a ny— 1 degrés de liberté, et la quantité 3
c

suit une loi du x2 a n, - 1 degrés de liberté (8 2.6). Par conséquent
(LA 165] Probabilités), la somme de ces quantités :

—J—(n si+n sz)
o2 \MS1+ 25,

suit une loi du xz a(nq + ny — 2) degrés de liberté, et par conséquent :

2 2
n,s;+n,s
E[%]=n1+n2,2
c
nyst+n,s?
191 252
et E| ———~2-~| =02
ny+ny,—2

3.6 Détermination de la taille
de I'échantillon

Signalons, sans entrer dans les détails, que, réciproquement, si
on se fixe l'intervalle de confiance, c’est-a-dire la précision avec
laquelle on veut connaitre le parameétre de la population, on pourra
en tirer la taille de I’échantillon permettant d’obtenir cet intervalle
de confiance.
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Exemple

Quand on veut estimer une proportion p (8 3.5.1.2.1) avec une pré-
cision de + 0,02 au seuil de 95 %, il faudra que :

[p(T-p)
Uy N —™F— =002 et u,=196=2

Si p est approximativement connue, et de 'ordre de 0,2, on aura :

2 [22X08 <002

La taille du prélévement sera donc de |'ordre de 1 600.

4.1 Généralités

Les résultats du paragraphe 3 permettent d’obtenir une repré-
sentation d'une population a partir d'un échantillon. Cependant, les
problémes d’estimation ne sont pas les seuls que la statistique per-
met de résoudre. Ainsi, on pourra tenter, par exemple, de répondre
a des questions du genre des suivantes :

— problémes de comparaison de deux populations : on considére
deux lots de produits fabriqués. Sur chacun d’entre eux, on a effectué
un prélevement, et estimé la moyenne et la variance ; a partir de
ces résultats, peut-on conclure que les deux lots sont identiques, ou,
plus exactement, peut-on dire que ces deux lots constituent des
populations statistiques identiques ? Nous savons que, méme si ces
deux lots étaient identiques, les échantillons prélevés seraient dif-
férents du fait des aléas de I'échantillonnage ;

— problémes de comparaison a un standard : la qualité exigée
d’un produit est donnée ; on considere un lot de ce produit dont on
préléve un échantillon sur lequel on estime une qualité moyenne ;
la qualité moyenne difféere de la qualité exigée ; peut-on dire que
le lot répond a la qualité exigée et que I'écart entre celle-ci et la
qualité estimée est dii uniguement aux aléas de I'échantillonnage ?

4.2 Définition des tests

En présence de problémes tels que ceux posés au paragraphe 4.1,
on adopte la marche suivante : par exemple, dans le premier cas,
on fera I’hypothése que les deux lots sont identiques, c’est-a-dire
que les deux échantillons peuvent étre considérés comme extraits
d’'une méme population. Dans le cadre de cette hypothese, I'écart
entre leurs parameétres (par exemple I'écart entre leurs moyennes)
suivra une certaine loi de probabilité, qui permettra de déterminer
un intervalle dans lequel le paramétre aura une probabilité 1 - o de
se trouver, si I'hypothése est exacte.

Si I'écart observé est compris dans cet intervalle, on conviendra
d’accepter I’'hypothése d’identité des lots. Dans le cas contraire, on
refusera I'"hypothése. Cette technique porte le nom de test
d’hypothese.

En fait, dans le cas d'acceptation, remarquons bien que le test
d’hypothése n’apporte pas une réponse affirmative absolue. Il
signifie simplement que, compte tenu des résultats observés sur
les échantillons, rien ne s’oppose a I'acceptation de I'hypothese
formulée.

De méme, si I'écart observé n’est pas dans l'intervalle considéré,
on n'a pas une certitude absolue que I'hypothése d’identité des
lots soit fausse. En effet, on sait seulement que, si I’hypothése est
exacte, il y a une probabilité o faible pour que I'écart observé soit
hors de l'intervalle d’acceptation. On refuse simplement I’hypo-
thése parce que la probabilité pour que I'hypothése soit exacte
peut étre chiffrée par o, et que I'on court, en l'acceptant, un risque,
de probabilité 1 - o, bien supérieure a o, d’accepter une hypothese
fausse.
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4.3 Efficacité des tests

Reprenons le deuxieme exemple du paragraphe 4.1 : nous dési-
rons comparer la qualité d’une fabrication, estimée sur un échan-
tillon, a une qualité standard exigée. Le test de comparaison est
basé sur la variable aléatoire constituée par I'écart entre I'estima-
tion et la qualité standard. L'hypothése a tester est que la qualité
de la fabrication est identique a la qualité standard. Nous compre-
nons, tout de suite, que la probabilité d’accepter I’hypothése est
une fonction de la qualité réelle de la fabrication.

On appellera efficacité du test la fonction :
P=f(Q)

avec P probabilité d’acceptation de I'hypothese,
Q qualité réelle de la fabrication.

D’une fagon plus générale, on pourra définir |'efficacité d'un test
de comparaison, en déterminant la probabilité d'acceptation de
I'hypothése d’identité des éléments comparés, en fonction de leurs
écarts réels. On appellera courbe d’efficacité la représentation gra-
phique de I'efficacité.

On pourra ensuite définir un risque, dit risque de premiére
espéce, par la probabilité de refuser I'hypothése d’identité alors
qu’elle est exacte. De méme, on déterminera un risque, dit risque
de deuxiéme espéce, par la probabilité d’accepter I'hypothése alors
qu’elle est fausse.

Remarque

On pourra s’étonner que, dans la notion d’efficacité, on fasse
intervenir I'écart réel entre les éléments comparés, alors que cet
écart estinconnu. En fait, il est essentiel de connaitre, en fonction
de cet écart, la probabilité d’acceptation de I’'hypothése d’iden-
tité, car la notion d’efficacité donne les limites du test ainsi que
les risques pris en acceptant ou refusant I’'hypothese.

En effet, si I'hypothése d’identité est effectivement réalisée,
I"écart estimé sur échantillon fluctue autour de zéro, et le test
consiste a s'assurer que cette fluctuation est comprise dans des
limites compatibles avec les aléas d’échantillonnage. Si I'hypo-
thése n’est pas réalisée, il existe un écart réel entre les éléments
comparés ; I'écart estimé fluctue autour de I'écart réel ; il peut
se trouver a l'intérieur des limites précédentes, et ainsi entrainer
I'acceptation de I'hypothese fausse d’identité. Il est donc néces-
saire de connaitre la probabilité pour que I'écart estimé dans ce
cas soit dans les limites fixées pour I'acceptation de I’'hypothése.
Plus cette probabilité sera faible, plus le test sera efficace.

Il sera trés souvent nécessaire d'accroitre I'efficacité d’un test ;
on y parviendra, le plus souvent, en augmentant la taille de
I"échantillon.

4.4 Diverses catégories de tests

On distingue trois sortes de catégories de tests que I'on étudiera
dans les paragraphes suivants :

— les tests d’ajustement (8 5) ;

— les tests paramétriques (8 6) ;

— les tests non paramétriques (8 7).

Les premiers consistent essentiellement a comparer le modele
statistique théorique choisi pour représenter la population, al’échan-
tillon prélevé.

Les seconds ont pour but de comparer les paramétres (propor-
tions, moyenne, variance) estimés sur deux ou plusieurs échan-
tillons, pour savoir si leurs différences sont significatives, ou, au
contraire, si on peut considérer ces parametres comme issus d'une
méme population-meére.

Les troisiemes tests ont pour objet les comparaisons d'échan-
tillons dont les populations-meres sont de nature inconnue, ou
encore de séries d'observations appariées.
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5.1 Généralités

Aprées étude d'un échantillon prélevé dans une population
inconnue, on est amené a faire choix d'un modele théorique. Tout
d’abord, pour diverses considérations, la nature de la distribution
est, selon les cas, supposée normale ou binomiale, etc. (8 2). Le
calcul des paramétres de I'échantillon permet ensuite d’obtenir des
estimations des parametres de la population (8 3). Il est naturel de
choisir un modeéle théorique construit a partir de ces données.

Il sera nécessaire de tester la légitimité de ce choix. Dans ce but,
on fera I’hypothése que le modele théorique choisi représente bien
la population étudiée. Le principe du test consistera a s'assurer que
I"échantillon prélevé est compatible avec ce modeéle théorique,
autrement dit que la variable aléatoire constituée par I'échantillon
fluctue autour du modele théorique dans des limites compatibles
uniquement avec les aléas d'échantillonnage.

5.2 Principe des tests

Les tests ayant pour but de légitimer le choix d’'un modele, on
congoit aisément qu’ils seront basés sur les fréquences des résul-
tats obtenus sur I'échantillon.

Ainsi, ayant opéré un regroupement par classes des données de
I"échantillon, on construit un échantillon idéal de méme taille que
I"échantillon prélevé ; on I'ordonne suivant des classes identiques,
avec des effectifs obtenus a partir du modele théorique retenu. Si
le modele théorique choisi est bon, cet échantillon idéal peut ainsi
étre considéré comme la moyenne des échantillons de méme taille,
prélevés dans la population. Réciproquement, tout échantillon
prélevé dans la population est une variable aléatoire qui fluctue
autour de I'échantillon idéal.

On construit, avec les données des échantillons observés et des
échantillons idéaux, une fonction caractérisant, en quelque sorte,
leur écart. Cette fonction sera une variable aléatoire, et, par construc-
tion, on connaitra sa loi de probabilité.

Le principe du test consistera a s’assurer que la valeur de I'écart
obtenu reste dans des limites compatibles avec les aléas
d’échantillonnage.

On déterminera ainsi un intervalle dans lequel, si le modeéle retenu
est bon, I'écart a une probabilité 1 - o de se trouver (o étant faible).
Si I'écart observé est dans cet intervalle, rien ne s'oppose a I'hypo-
these que le modele retenu soit acceptable. Dans le cas contraire,
il est préférable de rejeter cette hypothése et d’attribuer au choix
erroné du modele la valeurimprobable observée, plutot qu'aux aléas
de I’échantillonnage. En effet, le risque pour que I'hypothése soit
exacte est au plus égal a o, faible par définition.

5.3 Test du x2

5.3.1 Ecart entre I’échantillon et le modéle

Supposons que les observations effectuées sur I'échantillon (dont
la taille sera notée N) aient été regroupées dans des classes 1,
2, .. .. k, d'effectifs nq, ny, ..., ., Ny, avec:

STATISTIQUES

Le modele théorique choisi permettra de construire un échantillon
idéal avec des effectifs de classes n’ , n,, ..., n},...,n;. On aura:

On achoiside donner al’écart entre I’échantillon obtenu et ’échan-
tillon idéal la forme suivante :

i=k 72
(n;=n3)
—_—

i=1 mj

E =

Cette forme est justifiée par les propriétés suivantes :

— la variable E est nulle quand n; = n} ;
— elle tend vers une variable x2 quand N tend vers l'infini.

Supposons en effet que le modeéle théorique soit acceptable, et soit
pjla probabilité de prélever un élément de la population appartenant
alaclasse i. La probabilité de prélever I'échantillon observé est don-
née par la loi multinomiale ([A 165] Probabilités) et, dans ces
conditions, la variable aléatoire u;donnée par |'expression suivante :

,
v - n; - Np; _ ni-n;

i —
INp; /n;
tend vers une variable aléatoire normale réduite quand N tend vers
I'infini. La variable aléatoire £ = u,? tend alors vers une loi du y?
i
quand N tend vers l'infini (cf. définition de la loi du xz, en [A 165]

Probabilités). Le nombre de degrés de liberté de cette loi est égal
au nombre de variables aléatoires u; indépendantes.

La procédure du test du xz s’en déduit simplement. On compare E

a la valeur xf u ayant une probabilité o d'étre dépassée. Si

E< xff@, on accepte I'hypothése. Si E > xf , on refuse I'hypo-

thése.

5.3.2 Détermination du nombre de degrés
de liberté de la loi du 2

Si les valeurs de p; ont été déterminées sans utiliser les données
de I"échantillon, il existe une seule relation entre les u;, soit:

k
u;=0
1

i

i

Il'y a donc k-1 variables aléatoires u; indépendantes, et le nombre
de degrés de liberté a employer est k- 1.

Si les valeurs de p;ont été calculées a partir des estimations obte-
nues sur I'échantillon, on montre alors que le nombre de degrés de
liberté a employer est égal au nombre k-1, diminué du nombre
d’estimations utilisées.

Il est assez intuitif, en effet, de voir que I'utilisation de la moyenne
et de I'écart-type par exemple lie les variables aléatoires u; par deux
relations supplémentaires, ce qui diminue encore de 2 le nombre
de variables u;indépendantes. Par conséquent, le nombre de degrés
de liberté a employer en général sera:

A=k-1-5s
avec k nombre de classes,
s nombre d’estimations utilisées.

Si les parametres du modeéle ont été pris égaux aux estimations
tirées de I'échantillon prélevé, dans le cas d'une loi binomiale ou
d’une loi de Poisson, on utilisera la loi du xz a k-2 degrés de liberté
et, dans le cas de la loi normale, une loi du xz a k- 3 degrés de liberté.
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5.3.3 Procédure pratique du test

Remarque préliminaire importante : on peut admettre que E
suit une loi du xz quel que soit N, sous réserve que les effectifs
des classes de I'échantillon prélevé ne soient pas excessivement
faibles. En pratique, on sera souvent obligé d’effectuer, en parti-
culier aux extrémités de la distribution expérimentale, des
regroupements de classes, de facon que les effectifs soient au
moins égaux a 4 ou 5. Nous allons exposer la procédure du test
sur deux exemples (8 5.3.3.1 et 5.3.3.2).

5.3.3.1 Premier exemple : ajustement a une loi normale

Un échantillon, prélevé dans une population inconnue, a donné
les résultats regroupés dans le tableau 7.

Tableau 7 — Résultats expérimentaux
(exemple du § 5.3.3.1)

Classe Effectif n;

x<110
110< x <120
120 < x <130
130 < x <140
140 < x

Total N 50

-
hprOOOAN

On fait I'hypothése que la loi de probabilité de la population est
une loi normale dont les parametres sont des estimations obte-
nues sur I'échantillon soit, d’aprés le paragraphe 3.5.2 :

X =~ 122,8
s’= 115

Nota : on a affecté a chaque élément de la premiére classe la valeur 105, et a chaque élé-
ment de la derniére classe la valeur 145.

Nous allons donc tester I'ajustement de la distribution empirique
avec loi normale, de moyenne m = 122,8, et d'écart-type ¢ = 11,5.

Il est nécessaire de connaitre les valeurs de p; pour obtenir les
valeurs n; des effectifs théoriques. On considére pour cela la
variable réduite :

x; -122,8
U; &
! 11,5
On calculera les intervalles de classes en variable réduite ; on obtien-
dra ainsi, avec les tables de la loi normale réduite, les valeurs de p;.
Les résultats sont regroupés dans le tableau 8.

Tableau 8 - Calcul de I'écart E
(exemple du § 5.3.3.1)

Classe n; pj n; = Np; i’l'___,f.i)_z_
n;
u;<-1,113 7 0,133 6,65 0,018 4
-1,113<u; <-0,243 14 0,271 13,55 0,015 0
-0,243 < u; =< 0,626 16 0,320 16,00 0,000 0
0,626 < u; < 1,496 9 0,199 9,95 0,090 7
1,496 < u; 4 0,077 3,85 0,005 8
Totaux N =50 1,000 N=50,00 E=0,1299
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Le nombre de degrés de liberté a utiliser est 5-3 = 2. Prenons
un seuil o =5 %. La valeur du xz, a deux degrés de liberté, est alors
égale a 5,99.

Par conséquent (E < 5,99), rien ne s'oppose a I'hypothese avan-
cée, et on peut choisir pour modele théorique la loi normale, de
moyenne m = 122,8, et d'écart-type ¢ = 11,5.

5.3.3.2 Deuxieme exemple : ajustement a une loi binomiale

On effectue sur une fabrication 100 prélévements de 20 piéces.
On classe chaque prélevement en piéces bonnes et en pieces défec-
tueuses. Le nombre de préléevements contenant 0, 1, 2, ... piéces
défectueuses est donné dans le tableau 9.

Tableau 9 — Résultats expérimentaux
(exemple du § 5.3.3.2)

Nombre de piéces Nombre total

défectueuses Nombre de piéces
par prélevement k de prélévements n; défectueuses kn;
0 13 0
1 18 18
2 39 78
3 15 45
4 15 60
Totaux N =100 201

Sur les 2 000 pieces prélevées, on a ainsi observé 201 piéces
défectueuses, soit une proportion de 10 %.

Nous allons tester I’'hypothese que la distribution des pieces mau-
vaises dans la fabrication obéit a une loi binomiale avec p = 10 %.
Les résultats sont condensés dans le tableau 10.

Tableau 10 - Calcul de I'écart E
(exemple du § 5.3.3.2)

Nombre
de pieces ne n; = Np; (nj—n;)?
défectueuses ! (1) n;
par prélévement k -
0 13 12,16 0,06
1 18 27,02 3,01
2 39 28,62 3,86
3 15 19,00 0,84
4 15 13,3 0,22
Totaux N =100 N = 100,00 E=7,99

(1) Les valeurs p; sont directement extraites des tables de loi binomiale.

La loi du xz a employer est a 5 -2 = 3 degrés de liberté. La valeur
du xz ayant une probabilité de 5 % d’'étre dépassée vaut 7,82 ; nous
voyons que E > 7,82.

Il est, par conséquent, préférable de repousser I'hypothése, la pro-
babilité pour que I'hypothése soit exacte étant de I'ordre de 5 %.

5.4 Droite de Henry

Nous allons exposer ci-dessous une méthode permettant de jus-
tifier le choix d'une loi morale. Cependant, il faut bien insister sur
le fait que cette méthode ne constitue, en aucune maniére, un test
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statistique. En effet, en cas de rejet de I'hypothése, il n'est pas pos-
sible de chiffrer la probabilité pour que I'hypothése repoussée soit
en fait exacte.

Supposons que I'on ait classé les résultats et que, pour chaque
valeur x;, on connaisse la fréquence empirique f; correspondante.
On peut ainsi établir les fréquences cumulées empiriques F;.

En utilisant la table de la loi de répartition d’une variable normale
réduite, on pourra déterminer la valeur u; de la variable réduite cor-
respondant & une probabilité cumulée égale a F;.

Portons sur un graphique, en abscisses, les valeurs x; observées,
et, en ordonnées, les valeurs u; obtenues comme indiqué plus
haut. Si la distribution étudiée est voisine d'une distribution nor-
male, les points de coordonnées (x;, u;) sont approximativement
alignés, en raison de la définition méme de la variable réduite :

Xj—m

up= —<

La droite sur laquelle ces points sont alignés est appelée droite
de Henry. Sa pente et son ordonnée a I'origine permettent d’obte-
nir aisément une approximation de la moyenne et de I'écart-type.

STATISTIQUES

Remarques

o Ladroite de Henry est couramment utilisée ; cependant, cer-
taines précautions sont a conseiller dans son emploi. Il est, en
effet, bien difficile, selon I'échelle du graphique, d’estimer si des
points sont bien alignés ou non.

® Le graphique de Henry se présente parfois aux extrémités
sous forme de deux familles distinctes de points, alignés suivant
deux droites paralléles ; ceci indique en général qu’on a affaire a
un mélange de deux populations de méme écart-type mais de
moyennes légérement différentes.

o On peut également appliquer la méthode de la droite de
Henry pour reconnaitre si une distribution est gausso-logarith-
mique, mais en portant en abscisses les logarithmes de x;.

Nota : il existe de méme du papier quadrillé pour cet usage ; il est dit gausso-
logarithmique.

Tableau 11 — Résultats expérimentaux
(exemple du & 5.4)

Exemple 11 12 13 14 15 16 17 18
Nous allons tracer la droite de Henry pour I'échantillon explicité dans Xi
le tableau 11. nj 6 13 18 23 19 12 6

On établit le tableau 12 en calculant les fréquences cumulées F;, et
en tirant les valeurs de u;des tables de la loi normale.

Nota : signalons qu'il existe du papier quadrillé gradué en F; et donnant directement les
valeurs de u;. On évite ainsi la recherche des u;dans les tables de la loi normale. Ce papier est
appelé papier gausso-arithmétique.

On obtient la droite de Henry représentée par la figure 5.

Tableau 12 — Détermination de la droite de Henry
(exemple du § 5.4)

En posant u;=0, on a x;= m. On obtient ainsi sur le graphique la X; n;

f; F; u;
valeur de la moyenne qui vaut approximativement m = 13,7. Le calcul ! ! !
donne par contre 14,1. 1 6 0,06 0,06 -1,56

En posant u;=1, on a o =x;—m. On obtient, graphiquement, 12 13 0,13 0,19 -0,88
o = 1,7, valeur proche de celle obtenue par le calcul. 13 18 0,18 0,37 -0,33
14 23 0,23 0,60 +0,26
15 19 0,19 0,79 +0,81
16 12 0,12 0,91 +1,34
17 6 0,06 0,97 +1,88
18 3 0,03 1,00 oo
>
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Figure 5 - Droite de Henry
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On distingue deux catégories de tests paramétriques.

D’une part, on rencontre les tests de comparaison a un standard
(8 6.1), qui consistent a comparer la valeur d’'une estimation d'un
parametre a une valeur quelconque, dite standard, afin de savoir si
cette estimation, compte tenu des fluctuations d’échantillonnage,
peut étre considérée comme égale au standard.

D’autre part, on rencontre les tests de comparaison de parametres
de populations (&8 6.2) qui ont pour objet de tester la différence entre
deux échantillons avec les réponses suivantes : les deux échantillons
sont extraits d'une méme population, et leur écart peut étre mis au
compte des aléas d’échantillonnage ; ou les deux échantillons pro-
viennent de deux populations différentes.

D’une maniére générale, signalons qu’il est possible de déterminer
presque toutes les courbes d’efficacité de ces tests, mais que ces
notions, dont I'exposé sortirait du cadre de cet article, ne recevront
qu’un développement trés succinct dans quelques cas particuliers.

6.1 Tests de comparaison a un standard

Soit A un paramétre quelconque, estimé a partir d'un échantillon,
a comparer a un parametre Aqg. La comparaison de A a Aq pourra se
faire suivant trois hypothéses différentes :

— premiere hypothése: L =121g;

— deuxiéme hypothése: A=, ;

— troisieme hypothése : A <A,

Ces trois hypothéses se résument en fait dans la premiére.

6.1.1 Efficacité des tests

La notion d’efficacité permet d’enrichir considérablement le test.
En effet, faisons I’hypothese A = A ; I'efficacité se définit comme la
probabilité d'accepter I’hypothése, en fonction de la valeur vraie, du
parametre A. Or, si on considére un échantillon donné, et si on se
donne le risque de premiere espéce o (probabilité de refuser I'hypo-
these alors qu’elle est exacte), I'efficacité du test est, en général,
entierement déterminée. Par contre, on pourra, si I'échantillon n’est
pas fixé, définir le test de telle sorte qu’en plus du risque o, on puisse
se fixer a l'avance le risque B d'accepter I'hypothese A =i alors
qu’elle est fausse et que la valeur de A est égale a L. Autrement
dit, on pourra déterminer le test a partir de deux points de la courbe
d’efficacité (déterminer le test signifie, en fait, s’assigner une taille
de I’échantillon, et définir les conditions d’acceptation et de refus).

6.1.2 Test de comparaison d’une proportion
a un standard

6.1.2.1 Test

Plagons-nous, tout d’abord, dans le cas ou I'approximation de la
loi binomiale par une loi normale est valable (8 3.5.1.2.1). Dans ce
cas, soit f=k/n la fréquence observée sur I’échantillon, et soit pg
le standard.

Faisons I'hypothése suivante : la proportion p de la population
est égale a py. Dans ce cas, la variable u définie par I'expression :

f-py

Po (1-pg)
n
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est une variable aléatoire normale réduite. Soit u, la valeur de la
variable normale réduite, telle que :

P(lul > uy) =a

Dans ces conditions, on aura une probabilité 1- o pour que la
fréquence f soit comprise dans l'intervalle :

1-
poiua M

Si f est effectivement comprise dans cet intervalle, rien ne
s’oppose, en fait, a accepter I'"hypothése p = pg. Sinon, avec un
risque o, on pourra rejeter I’hypothese.

On pourra transformer l'intervalle d’acceptation de la fréquence
en intervalle d’acceptation de la valeur k.

Supposons que nous voulions tester I'hypothése p > pg toujours
avec le méme risque u,. Il suffira alors de vérifier que :

[ 1_
f>p0+ua M

u,, étant la valeur de la loi normale réduite, telle que :

P(lul > uy) =

6.1.2.2 Efficacité

L'efficacité du test sera égale a la probabilité P (@) d'accepter
I'hypothése d’égalité, quand p est en réalité égal a ®.

P (®) = P (accepter p = pg si p = ®)

['Po (1-pyg)
p0+ua _2.._.,7_.._9__05

[6(1-o)
n
1-
S CILET
-F
[6(1-o)
n

ou Fest la fonction de répartition de la loi normale réduite. En effet,
la probabilité d'acceptation de I'hypothése est égale a la probabilité
d’obtenir une valeur de f comprise dans l'intervalle d’acceptation,
quand cette valeur expérimentale ffluctue autour de la valeur @. La
figure 6 permet, mieux que tous commentaires, de comprendre
I'expression de P.

P(®) = F

w lﬂﬁn‘a&/e J‘ﬂ

Intervelle
d'acceptation

Figure 6 - Courbe de densité de probabilité de f
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Ainsi, il est possible de résoudre le probléme suivant : déterminer
la taille de I'échantillon de fagon qu’on ne puisse refuser I’hypothése
p = pgo qu’avec un risque o si cette hypothése est exacte, et qu’on
n’accepte I'hypothése p = py qu’avec une probabilité B si en réalité
p = p1. On déterminera en méme temps l'intervalle d’acceptation.

6.1.2.3 Remarque

Dans le cas ou I'approximation de la loi binomiale par la loi nor-
male n’est pas valable, il est toujours possible d’'effectuer des tests
de comparaison d’une proportion a un standard. Le lecteur pourra
trouver dans les ouvrages spécialisés — dont certains sont cités dans
la bibliographie [Doc. A 166] — les abaques permettant d’effectuer
ces tests.

6.1.3 Test de comparaison de la variance
a un standard

L'échantillon est extrait d’'une population normale (8 3.5.2.1.2).
Soit s2 sa variance.

Faisons I'hypothese suivante : la variance c2dela population est
. s 2 " . e J 2
égale & 0. Dans ces conditions, la variable aléatoire ns2?/c{ suit

une loi de probabilité du xz a n-1 degrés de liberté. Soient Xi/z

et Xf—(oc/Z) les valeurs de la variable Xz telles que :

P{x2<x?,} = 0/2

POC<t)_ () = 1-(0/2)

. 2 . . 2
Si % est compris dans l'intervalle [X , xz ] on accep-
o/2 1-(0/2)
S
, N . . . L 2
tera I'hypothése que la variance de la population est égale a oy.
Dans le cas contraire, on rejettera I’"hypothése, avec un risque o pour
que I'hypothese soit en fait exacte.
Exemple

Tester I'hypothése que la variance est égale a 25, dans les conditions
suivantes :

L'intervalle d'acceptation de I'hypothése, avec oo = 5 %, est :

ns?

2
)

2,7 < <19

L'hypothése est acceptée.

6.1.4 Test de comparaison de la moyenne
a un standard : premier cas
2

L'échantillon est extrait d’'une population normale, de variance ¢
connue (8 3.5.2.2.1).

Faisons I'hypothése suivante : la moyenne m de la population

est égale a my. Dans ces conditions, la variable aléatoire donnée
par I'expression :
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suit une loi normale réduite. Soit u, la valeur de la variable aléa-
toire normale réduite u, telle que :

Pllu| > uy) = o

Si la valeur x est comprise dans l'intervalle my+ u, 6//n, rien
ne s’opposera a |'acceptation de I’hypothése m = m . Dans le cas
contraire, on rejettera I'"hypothése, le risque pour que celle-ci soit
exacte étant au plus égal a o.

Exemple
Tester I'hypothése que la moyenne de la population est égale a 70,

dans les conditions suivantes :
n=25 X =58, 62 =236
Dans ce cas, avec 0. = 5 %, Uy = 1,96 et u, 6//n = 2,35, I'intervalle
d'acceptation de I'hypothése est alors :
67,65 <X <72,35

L'hypothése est rejetée.

6.1.5 Test de comparaison de la moyenne
a un standard : deuxiéme cas

L'échantillon est extrait d'une population normale, de variance o?

inconnue (8§ 3.5.2.2.2).

Faisons I'hypothése suivante : la moyenne m de la population
est égale a my. Dans ces conditions, la variable aléatoire, donnée
par I'expression :

X —m,
s'/Jn

suit une loi de Student-Fisher a n-1 degrés de liberté. Soit ¢, la
valeur de la variable de Student-Fisher, telle que :

t= avec S =

P(tl<t)=1-0

Sila valeur X est comprise dans un intervalle my+t,s’/./n, rien

ne s'opposera a I'acceptation de I'hypothese. Dans le cas contraire,
on rejettera I'hypothése, le risque pour que celle-ci soit exacte étant
au plus égal a o.

Exemple

Tester I'hypothése que la moyenne de la population est égale a 120,
dans les conditions suivantes :

n=12, x =117, s’2 = 48
L'intervalle d'acceptation, avec o = 5 % (t, = 2,20), est :
124,4>x >115,6

Par conséquent, I'hypothése peut étre acceptée.

6.2 Tests de comparaison de populations

6.2.1 Test de comparaison de deux proportions (loi
binomiale)

6.2.1.1 Cas d’échantillons de taille élevée

On a extrait de deux populations deux échantillons, I'un de
taille nq et de proportion f;, I'autre de taille n, et de proportion f,.
La taille des échantillons est élevée ; I'approximation par la loi nor-
male est donc valable (nq et n, =100).
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Faisons I’'hypothése suivante : la proportion p; de la premiére
population est égale a la proportion p, de la deuxiéme population :
P1=pP2=p-

Nous savons ([A 165] Probabilités) que f; est une variable nor-
male, de moyenne pq, et de variance p1q4/nq avec g1 =1-p,. De
méme, f, est une variable normale, de moyenne p,, et de variance
P2q2/ny avec gz =1-p;.

Dans ces conditions, f; — f, est une variable normale, de moyenne
p1— Py, et de variance p1qq/nq + p2qy/n,. Dans le cadre de I’hypo-
these, f; — f, sera une variable normale, de moyenne nulle, et de
variance pq(1/nq + 1/ny).

Considérons la variable réduite :

On aura une probabilité 1 - o pour que la variable u soit comprise
dans l'intervalle [- uy, + ugl.

Si u est effectivement comprise dans cet intervalle, rien ne
s'oppose & l'hypothése p,=p,=p. Dans le cas contraire, on
pourra repousser |I'hypothése, avec un risque o.

Pratiquement, pour exécuter le test, il nous manque la valeur p.

On utilise pour cela une estimation basée sur les deux
échantillons :

_ n,fi+n,f,
ny+n,
Exemple
On préleve 100 pieces dans un lot et on trouve 5 piéces défec-
tueuses. Dans un second lot, on préleve 200 piéces et on trouve

7 pieces défectueuses. Peut-on considérer que ces deux lots sont

identiques du point de vue qualité ?

5+7
100 + 200
f, =005 et f, =0,035

p= = 0,04

On trouve alors :
fi-1

aurisque oo =5 %, U, = 1,96. Dans ces conditions, on pourra accepter
I'hypothese ; la différence entre les deux prélevements n'est pas sta-
tistiguement significative.

6.2.1.2 Cas d’échantillons de taille réduite

Soient deux échantillons (nq, kq), (ny, k). On peut établir le
tableau 13 résumant les résultats en supposant que les éléments
de la population sont classés en bons et mauvais.

Tableau 13 - Comparaison de deux populations :
données expérimentales

Echantillon Taille Eléments Eléments
mauvais bons
n°1 nq k’l /1
n° 2 ny k2 IZ
Totaux ny+ny k=kq+ko I=1y+1,
A 166 -18

On fait I'hypotheése identique a celle du paragraphe 6.2.1.1 :
p1=py = p. Dans ces conditions, une estimation de p sera donnée
par:

ky + ky k

ny+ny ny+ny

Connaissant p, on pourra construire des échantillons idéaux cor-
respondant au modeéle théorique résumé dans le tableau 14.

Tableau 14 - Comparaison de deux populations :
construction d’échantillons idéaux

Echantillon Taille Eléments Eléments
mauvais bons
no ny mp ny(1-p)
n®2 ny np ny(1 - p)
Totaux M+ Ny (n+n)p  (ng+n)(1-p)

La technique du test est alors tres proche de celle utilisée dans
le paragraphe 5. On teste |'écart entre les échantillons théoriques
et les échantillons pratiques, dans I’'hypothese p; = p, = p. Si I'écart
est compatible avec les aléas d’échantillonnage, on accepte I'hypo-
thése ; dans le cas contraire elle est repoussée.

On calcule la variable E qui suit, dans ce cas particulier, une loi
du 2 a 1 degré de liberté :
k,—n,p)2 (k,—n,p)?
E- (kq 1P) + (k, 2 P)
n,p n, p

U= (1-p))?  [l-np(1-p)]?
n,(1-p) ny (1-p)

On compare alors E & la valeur de Xﬁ,a a 1 degré de liberté ; si

E< Xfia, I'hypothése est acceptée.

Nota : les quatre variables (ky — nyp), (k; — nyp), [l; = nq(1 - p)] et [l — ny (1 - p)] ne sont
pas indépendantes ; elles sont liées par trois relations, ce qui explique le degré de liberté
qui est égal a 1.

Remarque : les effectifs ki, ky, /1, l» ne doivent pas étre trop
faibles ; en pratique ils doivent étre supérieurs a 4 ou 5.

Exemple

Tester I'hypothése que les proportions de deux populations sont
identiques, les résultats sur deux prélevements étant ceux du
tableau 15.

L'estimation de pest0,1.
Les résultats théoriques sont résumés dans le tableau 16.

La variable E est alors £~ 1,85 et la valeur du x2 ayant une probabi-
lité de 5 % d'étre dépassée vaut 3,84.

L'hypothése d'égalité des proportions est acceptée.

Tableau 15 - Comparaison de deux populations : données
expérimentales (exemple § 6.2.1.2)

Echantillon Taille Eléments Eléments
mauvais bons
n°1 40 6 3
n®2 60 4 56
Totaux 100 10 90
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Tableau 16 - Comparaison de deux populations :
construction d’échantillons idéaux (exemple du § 6.2.1.2)

Echantillon Taille Eléments Eléments
mauvais bons
n°1 40 4 36
n° 2 60 6 54
Totaux 100 10 90

6.2.1.3 Cas d’échantillons de taille réduite :
généralisation du test
Le test se généralise aisément a plusieurs échantillons classés, non
plus suivant deux caractéres, mais suivant plusieurs caractéres. Le
nombre de degrés de liberté de la variable xz est alors (W—1)(A-1),
W étant le nombre d’échantillons, A le nombre de caracteres.

Exemple

Peut-on considérer que les trois lots de fabrications classés en pro-
duits de 1°', 28, 3% choix, sont identiques du point de vue qualité, les
résultats sur prélevements étant ceux du tableau 17.

Onaalors p; = 0,74, pp = 0,15, p3 =0,11.
Les résultats théoriques sont donnés dans le tableau 18.

(0,4)?
44,4

L0862 (162, (057

E= 6,6 66,6 13,5

2
(112, 27, (1,52, (05?7 _ ¢

Y99 37 " 75 55

Le nombre de degrés de liberté est : (3—1) (3 - 1) = 4 ; donc la valeur
du x2 ayant une probabilité de 5 % d'étre dépassée vaut 9,49.

On peut, par conséquent, accepter I'hypothése.

Tableau 17 - Comparaison de trois populations :
données expérimentales (exemple du § 6.2.1.3)

. Premier Deuxieme | Troisieme
Lot Taille . . :
choix choix choix
n°1 60 a4 10 6
n® 2 90 65 14 11
n°3 50 39 6 5
Totaux 200 148 30 22

Tableau 18 - Comparaison de trois populations :
construction d’échantillons idéaux (exemple du § 6.2.1.3)

. Premier Deuxieme | Troisieme
Lot Taille . N .
choix choix choix
n°1 60 44,4 9,0 6,6
n°2 90 66,6 13,5 9,9
n°3 50 37,0 7,5 5,5
Totaux 200 148,0 30,0 22,0
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6.2.2 Test de comparaison des variances
de populations normales

6.2.2.1 Cas d’échantillons de taille élevée

Quand n est élevé, I'écart-type s d'un échantillon suit approxi-
mativement une loi normale, de moyenne o, et d'écart-type
6/ 2n (82.7). Considérons deux échantillons, respectivement de
taille ny et n,, et d’écart-type s; et s;.

Faisons I'hypothése suivante : les variances des deux popula-
tions sont égales :

2 2
G673 =05,=0

Dans ces conditions, s; et s, sont des variables normales, de

& o
et

2n, [2n,

une variable normale, de moyenne nulle, et d'écart-type :

o [, 1
2n,  2n,

Considérons la variable réduite :

$,-5,
5 1 . 1

2n, 2n,
On aura une probabilité 1 - o pour que la variable u soit comprise
dans l'intervalle [- uy, + ug].

Si u est effectivement comprise dans cet intervalle, rien ne

N N 2 2 .
s'oppose a I'hypothése 67 = 65 = 62. Dans le cas contraire, on

pourra repousser I'hypothese, avec un risque o.

moyenne o, et d'écart-type . De méme, s - s, est

u =

Pratiquement, pour effectuer ce test, il nous manque la valeur ¢ ;
on utilise, pour cela, I'estimation basée sur les deux échantillons
(§3.5.2.4):

n,s2+n,s>
g2 = 18175
ny+ny,—2

Exemple

Comparer les variances de deux populations, les résultats obtenus
sur deux échantillons étant les suivants : pour le 1" échantillon,
ny =100 et s = 1; pour le 2¢ échantillon, n, = 300 et s, = 4.

2 2
NyS1+N38; 1OO+48OO:1231
n+n,-2 398 '

S1-5 -3
u= 2 2 =
n,si+n,s 1 1 1 1
i M e S 354/.....,...~
ny+n,-2 2ny  2n, 200 © 600
lul = 10,5

Or uy = 1,96, avec o = 0,05 ; par conséquent, on peut rejeter I’hypo-
thése d'égalité des variances.

6.2.2.2 Cas d’échantillons de taille réduite

. 2 . . . . .
Soient nq et s la taille et la variance de I'échantillon extrait de

la premiere population, n, et s; celles du deuxieme échantillon.
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Faisons I’hypothése suivante : les variances des deux populations
sont égales. Les estimations des variances des deux populations
sont (8 3.5.2.1.2) :

S

2 n 2 2 ny 2

’ ’

= s, et s, = s
1 n, -1 1 2 n2_1 2

Dans le cadre de I'hypothese d’égalité des variances, on montre

que la variable aléatoire F = s'f/s’% suit une loi de Snédécor a
vi=n1-1, v;=n, -1 degrés de liberté, dont la forme est donnée
en [A 165] Probabilités.

On détermine l'intervalle de probabilité dans lequel la variable F
a une probabilité 1 - o de se trouver. Si F se trouve dans cet inter-
valle, 'hypothése est acceptée.

Les degrés de liberté du numérateur dans les tables de Snédécor
se lisent en téte de colonne, ceux du dénominateur en téte de
ligne. En effet, les degrés de liberté de la loi de Snédécor n’inter-
viennent pas d’une fagon symétrique.

2 .
On forme alors le rapport s”7/s’; en mettant au numérateur la

variance la plus élevée, et on recherche la valeur Fy; (vq, v5) ayant

une probabilité o./2 d'étre dépassée, qui donne la borne supérieure
de l'intervalle.

. - s : 2.2 -
Sion considére le rapport inverse s”5/s’’ , les tables de Snédécor
donnent une valeur F,;, (vo, v4) ayant une probabilité o/2 d’étre

dépassée. Sion revient au rapport s’f/s’%, 1/ Fys2 (v, vq) constituera
la limite inférieure Fj_(y/2)(vq, V) ayant une probabilité 1 - (a/2)
d'étre dépassée. C'est la borne inférieure de I'intervalle.

Exemple
Tester I'hypothese d'égalité des variances de deux populations dans
les conditions suivantes: n; =3 et s’% =7, n=5 et s’% =2,
o =0,05.
,2
F=21l-35
=— =3
S

Foy2(2,4) = 10,6 avec 2 degrés de liberté au numérateur et 4 degrés
de liberté au dénominateur.

Foy2(4.2) = 39,2 avec 4 degrés de liberté au numérateur et 2 degrés
de liberté au dénominateur.

1 1

Fiotar2)(24) = Foa(2) ~ 392

On adonc:
F1_(u/2)(2,4) < F< Fu/2(2,4)

et I'hypothese d'égalité des variances est acceptée.

Remarque : en pratique, on se contente de vérifier que
F < Fy/2 en mettant en numérateur la variance la plus élevée.

6.2.2.3 Généralisation : tests de comparaison
de plusieurs variances

Il existe de nombreux tests permettant de contréler I'hypothése
d’égalité des variances de plusieurs populations. Ces tests sont, en
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général, peu efficaces et assez approximatifs. En principe, il sera
nécessaire d'en effectuer plusieurs en recomposant leurs résultats.
Parmi ces tests, citons celui de Harthy et celui de Cochran.

Le test de Harthy donne les valeurs maximales, aux seuils oo = 5 %
et 10 %, de la variable aléatoire :

,2
s max
2
,
S min
2 . N
avec s’} maximum des estimations obtenues,
2 L N
s’ ,in Minimum des estimations obtenues.

Le test de Cochran est basé sur la variable aléatoire :

;2
max

i

qui donne les valeurs maximales g, de cette variable au seuil o.

s
g

6.2.3 Test de comparaison
de moyennes de populations

Nota : les tests qui vont étre exposés dans ce paragraphe supposent qu’au préalable on
ait testé avec succes I'égalité des variances.

6.2.3.1 Cas d’échantillons de taille élevée

Rappelons que la moyenne x d’un échantillon de taille n, extrait
d’une population normale de moyenne m et d’écart-type o, suit une

loi normale de moyenne m et d’écart-type o/./n (8 2.7). Soient deux
échantillons, de taille nq et n,, de moyenne X, et Xx,, et de variance
2 2
sjets;.
Faisons I'hypothese suivante : les moyennes des populations sont
. . 2 2 2
égales : my = my=m. Nous savons déja que 67 = 6, = 6°. Nous
savons alors que X, et x, sont des variables normales, de

moyenne m, et d'écart-type c/,/n; et 6/,/n,. La variable x;-X,

. . ' [ 1
suit une loi normale, de moyenne nulle, et d'écart-type ¢ oot P
1 2

Rappelons (§ 3.5.2.4) que I'estimation s’ de ¢ est donnée par :

2 2
§2 = N181+ N385,
ny+ny,-2

On considére alors la variable aléatoire normale réduite :

On aura une probabilité 1 — oo pour que cette variable soit comprise
dans l'intervalle [- u,, uyl. Si u est compris dans cet intervalle, rien
ne s’‘oppose a I’hypothése my = m, = m. Dans le cas contraire, on
peut repousser I'hypothése, avec un risque au plus égal a o.
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Exemple
Comparer les moyennes de deux populations, les résultats suivants

ayant été obtenus sur échantillons : n; = 150 ; X1 = 80,5 ; s? =6,0;
sy =245etn, =250; xp = 81,7, s% =64 ;s =253
Testons d'abord I'égalité des variances au seuil 5 % (8 6.2.2.1) :

52 = 6,25
s"=25
Sy — Sy .
] : = 0,6 < u, puisque u, = 1,96
°2 n, "2 n,

On peut considérer les deux variances comme identiques.
Revenons a la comparaison des moyennes :
X1-X2
, |1 1

8 |—t—
ny Ny

= 4,8 > u,

L'hypothése d'égalité des moyennes est a rejeter.

6.2.3.2 Cas d’échantillons de taille réduite

Le cas est identique au précédent, mais la variable :

nom

suit une loi de Student-Fisher a nq + ny — 2 degrés de liberté.
Le test est conduit comme précédemment mais en utilisant les
valeurs t, de la loi de Student-Fisher.
Exemple

Tester I'hypothése d'égalité des moyennes de deux populations, les
résultats suivants ayant été obtenus sur deux échantillons : ny =8;

;1 =142 ;5 =01Tetny,=56; X2 = 145 ;s5,=0,2.
Testons I'égalité des variances (§ 6.2.2.2) :

2
sy ny(ny=1)

s_f ny(ny—1)

F = ~437

Foos(47) = 552> F

On peut accepter I'hypothése d'égalité des variances.
Revenons a la comparaison des moyennes :

§'2=2,55x 107

s"=0,16
X1-X2

, [T 1
s |—+—
ny o on,

[t] = 3,3

t=

Or t,, avec 11 degrés de liberté, vaut 2,201 pour oo = 0,05 ; on peut
refuser I'hypothése d'égalité des moyennes.
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6.2.3.3 Généralisation : tests de comparaison
de plusieurs moyennes

On peut, d'une fagon plus générale, tester I'égalité des moyennes
de plusieurs populations par une technique appelée analyse de la
variance dont I'importance est telle qu'il lui sera consacré un para-
graphe entier (8 8).

7.1 Généralités

Lorsque les populations que I'on désire comparer ont des lois de
probabilité connues, comme nous l'avons vu (8§ 6), le probléme se
réduit a la comparaison des parameétres des lois de probabilité.
Quand les variables aléatoires a comparer ont des lois de probabi-
lité inconnues, les tests ne sont plus formulés de la méme fagon ;
ils sont dits alors non paramétriques.

Nous allons, dans la suite de ce paragraphe, exposer quelques-
uns de ces tests. On remarquera que ces tests sont, en général, assez
simples a effectuer, mais il faudra se souvenir que leur efficacité est
assez médiocre.

Apres avoir étudié les tests de comparaison de populations
(8§ 7.2, 7.3 et 7.4), nous donnerons quelques notions sur les tests
concernant les suites d'observations dont les principes sont
comparables (8 7.5 et 7.6).

7.2 Test des rangs de Wilcoxon

7.2.1 Cas d’échantillons de taille élevée

Supposons que |'on ait extrait deux échantillons, de taille nq et
n,, de deux populations repérées pas les variables aléatoires Xet Y.
Soient xq, X, ..., X,, les valeurs données par le premier échantillon,
et yq1, Vo, ..., Ym. Celles données par le deuxiéme échantillon. On fait
I"hypothése que les deux populations ont la méme loi de probabilité ;
on peut ainsi supposer que les deux échantillons sont issus d'une
seule et méme population. On mélange les deux échantillons, et on
range les valeurs des variables aléatoires des deux échantillons en
une seule suite croissante, par exemple :

X1, Y11 X20 X31 Y21 Xas -

On releve ensuite les rangs des valeurs x dans cette suite :
r,ry, ..rplainsirp=1,r,=3,r3=4, r,=6).

2T

i

On considére la variable aléatoire r =

Il est aisé de montrer que :

— m+n+1
Erl = —%—
- _ (m+n+1)m
Var(r) = 7
r-E[r]

et que la variable réduite u =
n croit indéfiniment. ~Var (r)

Si u est compris dans l'intervalle [- u,, u,]l, on accepte
I'hypothése ; dans le cas contraire, elle est refusée, au risque o.

suit une loi normale quand
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Remarque : il arrive, en pratique, qu’on rencontre des valeurs
x et y égales. On leur affecte alors, comme rang, la moyenne des
rangs qu’elles occuperaient si elles étaient différentes.
Considérons, par exemple, la suite :

X3
X1 Y1i Yor Xy o ol X3 = y3
3

Si x3 > y3, le rang de y3 serait égal a 5, celui de x3 a 6. On leur
affecte alors le rang fractionnaire 5,5.

Dans ces conditions, I'expression qui donne E[r] n’est pas
modifiée ; par contre var(r) est donnée par:

(m+n+y(m+nm(m+n-1)-3 T,
7 m
"m+n-1

VIR = 12n (m+n)
avec T;=s;(s;+ 1) (s;—1)

ou s;est égal au nombre de valeurs égales entre elles (il est bien
entendu qu’il peut y avoir plusieurs groupes différents de
valeurs égales entre elles, chacun étant repéré par la valeur don-
née a l'indice /).

7.2.2 Cas d’échantillons de taille réduite

Si les échantillons sont de taille réduite, I'approximation normale
n’est plus valable. On fait alors I’'hypothése que les deux échantillons
sont extraits de la méme population. On recherche, dans le cas
donnég, la probabilité d'observer une valeur de r différant plus lar-
gement de E [r] que celle que I'on a trouvée. Si cette probabilité
est faible, on rejettera I'hypotheése. En effet, plus les populations-
meres sont différentes, plus la probabilité que r soit différente de
E[r] est grande. Nous allons expliciter ceci sur un exemple.

Exemple :

— 1°" échantillon : x=13,9-14,4-14,5 -

— 2© échantillon : y=13,2-13,56-13,8-14,0- 14,2 -
On obtient la suite unique indiquée dans le tableau 19.

7o 4+7+8 ~6,33
3
or 5[71:9—%11:4,5

Dans I'hypothese d'identité des deux populations-méres, les rangs
des valeurs xsont compris entre 1 et 8 ; il existe donc Cg combinaisons
possibles des r. On peut ainsi déterminer la probabilité Pd'observer une

valeur de r supérieure ou égale a 6,33. Cela sera obtenu par les quatre
combinaisons de rsuivantes : 8,7,6-8,7,5-8,7,4-8,6, 5donc:
4 4

-4 -4
c "6

P étant faible, il parait préférable de rejeter I'hypothése d'égalité.

Tableau 19 - Test des rangs de Wilcoxon
(exemple du § 7.2.2)

Suite i Y2 V3 xg Ya V5 X X3
Rang 1 2 3 4 5 6 7 8
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7.3 Test des suites homogénes

Considérons les valeurs x et y des variables aléatoires de deux
échantillons, respectivement de taille m et n, qu’on cherche a
comparer. En regroupant les valeurs x et y en une seule suite crois-
sante, on a obtenu: Xq, X2, Y1, X3, Y2, Y3, Ya: X4, X5, Y5, Y6: X5 Y7

On appelle suite homogéne ou run tout ensemble formé d’'une
ou plusieurs valeurs consécutives tirées du méme échantillon et
encadré par des valeurs de l'autre échantillon. Dans la suite
ci-dessus, on observe les suites homogenes suivantes :

X1 Xo X3 X4 Xg X6

Y1 Y2 V3 Va Y5 Ve Y7

On concoit aisément que, si les deux échantillons sont tirés d'une
méme population, le nombre total des suites homogénes aura ten-
dance a étre plus élevé. Dans cette hypothése, si R est le nombre
de suites homogenes, il constitue une variable aléatoire définie par :

2mn

ElR] = m+n

+1

2mn(2mn-m-n)

Var(R) = (m+n2(m+n-1)

Si m et n sont grands, la variable R suit approximativement une
loi normale, et la procédure du test s’en déduit immédiatement.

Si m et n sont faibles, les valeurs de R ayant une probabilité de
0,975 et 0,025 d’'étre dépassées ont été tabulées en fonction de m
et n, et le test est extrémement simple. Ainsi, dans le cas présent :
m=6, n=7, R=8. Les tables donnent: P(R>3) =0,975 et
P(R>12) = 0,025. Rien ne s'oppose a ce qu’on accepte I’'hypothéese
que les deux échantillons sont tirés de populations identiques.

7.4 Test de la médiane

Reprenons, encore une fois, la suite unique constituée par les
deux échantillons mélés. On détermine la médiane M de cette suite
unique, et on dénombre, pour chaque échantillon, les éléments
situés de part et d'autre de M. On établit ainsi le tableau 20.

Tableau 20 - Test de la médiane : résultats observés

Observations = Observations

Echantillon inférieures supérieures Totaux
amMm am
n° m; mg m
n°2 n; ng n
m+n m+n
Totaux — —5 m+n

Si les deux échantillons avaient été prélevés dans deux popula-
tions identiques, on devrait obtenir, en moyenne, les effectifs théo-
riques du tableau 21.
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Tableau 21 - Test de la médiane : résultats théoriques

Observations = Observations

Echantillon inférieures supérieures Totaux
amM am
o m m
n°1 5 5 m
o n n
n® 2 3 7 n
Totaux m;— n m;- n m+n

On teste alors I'hypothese d’identité des deux populations par un
test du xz dont la procédure a été décrite au paragraphe 6.2.1.2.

Remarque : si la médiane M s’identifie a une valeur observée
(cas ou m + n est impair), on retirera cette valeur.

7.5 Tests de comparaison
d’observations appariées

7.5.1 Définition

Supposons, par exemple, que I'on veuille comparer I'influence de
deux traitements thermiques A et B sur les propriétés mécaniques
d’une tole métallique de qualité donnée. On découpe cette tdle en
deux parties ; la premiére subira le traitement A, la seconde le trai-
tement B. Cette opération sera répétée n fois, de fagon a éliminer,
autant que possible, les fluctuations d’une tole a I'autre ; on mesu-
rera, par exemple, la dureté, et on obtiendra les résultats du
tableau 22.

Tableau 22 - Test de comparaisons d’observations
appariées : résultats observés

Traitement Tolen®1  coeecvvveerreeeriienns Télen® n
A X1 e Xp
B Y1 e, Yn

On dira que les observations x; y; sont appariées.

7.5.2 Test des signes

Si les traitements A et B sont équivalents, les différences que I'on
pourra observer entre x;et y;seront uniquement dues a la dispersion
du traitement. Si on considére les signes des expressions (x;— y;),
la probabilité pour qu’ils soient positifs est égale a la probabilité pour
qu’ils soient négatifs. On déterminera le nombre k de signes positifs,
et on recherchera la probabilité d’obtenir un nombre supérieur ou
égal a ksi k> N/2 (au contraire, un nombre inférieur ou égal a k si
k< N/2) grace a la loi binomiale (n, p = 1/2). Si cette probabilité est
trop faible, on refusera I’'hypothése d’identité.
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Exemple

Dans une suite de 30 observations appariées, on dénombre 22
signes positifs. Or, les tables de la loi binomiale donnent
P(k = 22) = 0,0081.

Il convient donc de refuser I'hypothése d’identité, la probabilité étant
tres faible.

7.5.3 Test de Wilcoxon pour observations appariées

On considére, comme dans le test précédent (8 7.5.2), les diffé-
rences (x;— y;). On constitue la suite des valeurs absolues de ces
différences, et on leur attribue ainsi un rang r;. On affecte a ce rang
le signe de la différence.

Dans I'hypothése d’identité des deux suites d’observations, on
montre que la somme rdes rangs r;positifs est une variable aléatoire
telle que :

E[r] :%n(n+1)

_nn+1H(2n+1)
Var(r) = —r
Sa loi de probabilité est approximativement normale.

Remarque : en cas de différences égales, on procéde comme
on I'a indiqué en remarque, dans le paragraphe 7.2 avec :

n(n+1)(2n+1) 7
24 a

T;

Var(r) = a8

Exemple

On compare deux ohmmetres A et B, de principes différents, en
mesurant 20 résistances de 1 000 ohms environ ; les résultats obtenus
sont indiqués dans le tableau 23.

Il'y a treize différences positives. Effectuons tout d'abord le test des
signes (8 7.5.2) :

P(k = 13) = 0,067

La conclusion est de rejeter I'hypothése d'équivalence des deux suites.
Effectuons maintenant le test de Wilcoxon :

r=170,5
Elr] = —20121 - 105
Var (r) = 20><§21><41 7%:715’6
ﬂz2,5
A Var (r)

La conclusion de ce test est également de rejeter I'hypothése, puisque
UO,O5 = 1,96 < 2,5

7.6 Tests du caractéere aléatoire
d’'une série d'observations

Supposons qu’on ait obtenu une suite chronologique de N
observations. L'objet de ces tests est de déterminer le caractere
aléatoire de cette suite, c’est-a-dire de savoir si la mesure est indé-
pendante de son rang d’obtention, ou du facteur temps.
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Tableau 23 - Test de Wilcoxon
pour observations appariées (exemple du § 7.5.3)

Numéro Résistance
dela Xa X Xp = Xg Rang r;
résistance j () Q) ()
1 1002 998 + 4 +10,5
2 1001 1003 -2 - 5
3 1007 1003 + 4 +10,5
4 1011 999 +12 +18
5 998 1003 - 5 -12,5
6 1006 1007 -1 - 2
7 1008 1005 + 3 + 8
8 1009 999 +10 +16
9 1002 996 + 6 +14,5
10 1001 1003 - 2 - 5
1 1012 1001 +11 +17
12 1015 1002 +13 +19
13 1010 1005 + 5 +12,5
14 1008 1009 -1 -2
15 1001 998 + 3 + 8
16 1002 996 + 6 +14,5
17 1007 993 +14 +20
18 1006 1009 - 3 - 8
19 1003 1005 -2 -5
20 1004 1003 + 1 + 2

7.6.1 Test dérivé du test des suites homogénes

Soit M la médiane de la suite observée. Notons x les résultats
supérieurs a M, et y les résultats inférieurs ; la suite devient par
exemple :

X, VY, X, ¥, XXX, y, etc

=
;

o
Ordre o ‘obtention des resultots

Figure 7 - Points critiques dans une suite

On teste alors le caractére aléatoire de la suite, comme indiqué
au paragraphe 7.3, en prenant :

Remarque : si N est impair, on convient de ne pas considérer
la valeur de I'observation égale a M.

7.6.2 Test des points critiques

On appelle point critique dans une suite tout résultat dont la
valeur numérique est supérieure, ou inférieure, a celles des deux
résultats qui I'encadrent chronologiquement. Par exemple, sur la
figure 7, les points A, D, E sont des points critiques.

Dans I'hypothése du caractére aléatoire de la suite, le nombre t
de points critiques est une variable aléatoire :
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— de moyenne E [1] = %(N—Z);

16 N-29 |
90 !
— dont la loi de probabilité tend vers la loi normale, quand N
tend vers l'infini (cette convergence est rapide).

La procédure du test en résulte immédiatement.

— de variance Var (1) =

Exemple
Sur 50 observations chronologiques, au seuil 5 % (uy, = 1,96), le
nombre de points critiques devra étre compris dans l'intervalle

[E[t] + 1,96 /Var (1) | soit [32 = 6].

8.1 Plans expérimentaux.
Définitions générales

Des plans expérimentaux peuvent étre définis comme les struc-
tures des expériences a mener, dans le but de mettre en évidence
I'influence de certains facteurs sur des éléments de base. L'influence
de ces facteurs peut avoir un caractére aléatoire ; les éléments de
base sont eux-mémes dispersés ; seules, des techniques statistiques
pourront discerner, parmi les résultats obtenus, la part de variation
due aux facteurs, de celle due a la dispersion des éléments de base.
Ces techniques portent le nom général d'analyse de la variance.

Imaginons, par exemple, que I'on veuille tester I'influence d’'un
type de recuit thermique sur des pieces mécaniques provenant de
plusieurs fournisseurs. Nous pourrons distinguer deux types de fac-
teurs connus, susceptibles d’influencer les résultats : d'une part le
facteur traitement thermique, d’autre part le facteur fournisseur. Ces
facteurs sont dits facteurs contrélés ; ils pourront comporter plu-
sieurs variantes, par exemple des températures diverses pour le
recuit, les fournisseurs différents pour le second facteur.

Les plans expérimentaux sont alors congus de sorte que, dans une
seule expérience globale, on puisse combiner I'action de tous les
facteurs contrélés I'un sur 'autre. lls sont également construits de
facon a obtenir la meilleure efficacité avec le nombre minimal
d’essais expérimentaux.

L'analyse de la variance permettra alors d’isoler, dans les résultats,
la part d’influence des facteurs controlés.

8.2 Hypothéses fondamentales

Soit xla caractéristique étudiée sur le matériel de base. Elle consti-
tue une variable aléatoire. Nous allons formuler les hypothéses
concernant cette variable, hypothéses qui constituent la base de
I'analyse de variance.

Premieére hypothese : la variable aléatoire x suit une loi de proba-
bilité normale, de moyenne m, d'écart-type c.

Deuxieme hypotheése : les échantillons utilisés par I'expérimenta-
tion sont constitués de telle sorte que les éléments de base soient
indépendants entre eux. Par exemple, si les éléments de base sont
des pieces mécaniques, la cote x d'une piece est indépendante des
cotes x; des pieces fabriquées antérieurement. Si ce n’est pas le cas,
les éléments de base seront prélevés au hasard, et non pas
régulierement dans la série chronologique de fabrication.

Troisieme hypothese : |I'action du facteur contrélé sur les éléments
de base se limite a modifier la moyenne m de la caractéristique.
Autrement dit, aprés action d’un facteur contrélé A, la variable
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normale x, de moyenne m, d’écart-type o, devient une variable nor-
male x’, de moyenne m’ = m + a, de méme écart-type ¢ ; I'action du
facteur contrélé n’est pas une variable aléatoire.

Quatrieme hypothése : |'action de plusieurs facteurs controlés
est additive. Autrement dit, si :

— apres le traitement A, x devient x+ a;

— apres le traitement B, x devient x+ b ;

— apres le traitement C, x devient x+ c;
en faisant agir simultanément A, B, C, xdevient x + a + b + ¢, variable
aléatoire, de moyenne m + a+ b + ¢, d’écart-type c.

8.3 Analyse de la variance
a un facteur controlé

Il s’agit, par exemple, de tester I'influence d'un recuit thermique
sur les cotes des pieces mécaniques, en fonction de la température
du recuit. Le facteur contrélé est la température. |l existe autant de
variantes que de températures différentes expérimentées. Les résul-
tats peuvent étre formulés dans le tableau 24.

Tableau 24 - Analyse de la variance
a un facteur controlé : résultats expérimentaux

Température
Piece
T T, T; Ty
o]
n°1 X11 X21 Xi X1
(o}
n°n X1n Xon Xin Xkn

Tout résultat x;; peut étre alors représenté par I'expression :
X,'j =a;+ O(,'j
avec a; valeur qui intégre l'influence de la variante i du facteur
controlé,

ojj variable aléatoire normale, de moyenne 0, et d’écart-
type o, représentant les fluctuations dues a tous les fac-
teurs non controlés.

8.3.1 Principe

Nous allons faire I'hypothése que le facteur température est sans
influence, et que les valeurs x peuvent étre considérées comme
obtenues a partir d'une population unique. Adoptons les notations
suivantes :

n
1 s
X, = — Y x; (avec i=1ak)
j

||
-

x
I

=z|-
M ~

n
Y, x; (avec N =nk)
1j=1

.M» i
ko

n
-

CNN
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Considérons I'expression Z Z (X;— x )2 : c’est le numérateur de
ij
la variance de I'ensemble des x;; considérés comme appartenant a
une méme population. En posant :
(xj=x.) = (x;=x;) + (x5 = x..)

cette expression se met sous la forme :
Z 2 (X,'j* x.)?% = 2 2 (X,'j* X,‘.)Z + 2 2 (X;. = x.. )2
i i i

car les doubles produits s’annulent.

Soit 62 la variance de la population ; considérons les variables
aléatoires suivantes :

Z z (Xij*X..)z
i =
ZZ(X,-.—X..)2 ny (x;.-x.)?

_ i
b= 2 - 2

A =

La premiére suit une loi duy?a N-1 degrés de liberté ; la seconde
suit une loi du x% a k-1 degrés de liberté (8 2.6).

Par conséquent, la variable :

22 (X,'j*X,'.)Z
(ol L — 5 =A-B
c
suit une loi du xz a N- k degrés de liberté.

Un théoréme dG a Cochran nous assure que B et C, dans le cadre
de I’hypothése énoncée au début de ce paragraphe 8.3.1, sont des
variables indépendantes.

En vertu des propriétés des variables obéissant a la loi du x2
nous pouvons écrire :

[ 3 n(x;.-x.)?
E IT = k-1
[ Y n(x;.-x.)?
et E ’T =2
[ 2 (xj=x;)?
i _
E — T | = N-k
d Z(X,,'_X )2
et E —I——]—TV—_——I—(————— = 02
Dans ces conditions :
Zn(xi_—x__)z
i
Va= k=1
22 (x=x;)?
_
et Vg = Nk

appelées respectivement variance entre échantillons (V,), et
variance résiduelle (Vg), sont deux estimations indépendantes de G2

Il sera maintenant possible de tester I'hypothése, en testant
I'égalité des deux estimations obtenues (8 6.2.2.2).
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8.3.2 Interprétation

Reprenons les notations x; = a; + o; (rappelons que a; nest pas
une variable aléatoire). Les quantités x;. et x.. deviennent :
X,'_ = a,-+ O,

X.=a +0o.,

avec a.

1
R
]
o = - Y a
i-= - ij
1
o, = Nzi‘,;uij
Dans ces conditions :

nY (a;-a)2 nY (o -o)?
_ i i
Va = [ k1

Dans I'hypothése d'influence du facteur controlé, le premier terme

est égal a n fois I'estimation de 6, (variance de la variable a) ; le
deuxiéme terme est une estimation de la variance 02; Vj est, par
ny (a;-a)?

conséquent, une estimation de 62+ ’ ; VR est par

k-1
ailleurs une estimation de o2. Le test de comparaison des
variances Vj et Vg revient donc bien a tester la nullité de 2 (a;-a)?,

!
c'est-a-dire la non-influence du facteur contrdlé ; en effet,

Z(aifa,)z = 0 entraine (a;= a.).
7

8.3.3 Exécution pratique des calculs
Malgré les apparences, I'analyse de la variance ne nécessite pas

des calculs trés complexes, a condition d’exécuter habilement ceux
qui sont nécessaires. Posons :

S; = inj = nx;,
j
et §=3Y S =Nx.
i
On se sert alors, pour le calcul, des formules suivantes :

2 2 2 S?
;;(XU‘X..)Z = Zi:;xij_ Nx*. = ;;XU-W

2
S s2
20Xt =¥ om Ty

1 l

L'expression Z Z (xl-j—x,-,)2 est obtenue par différence.
i
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On présente pratiquement les calculs dans un tableau, ainsi que
nous allons le montrer dans I'exemple suivant.

Exemples

Trois lots de poudre a fusil ont été fabriqués suivant trois procédés
A, B, C. On effectue 7 tirs au fusil avec chacun de ces lots, et on reléeve
les vitesses initiales de la balle (tableau 25).

Le probléme est de tester la différence entre les trois procédés.

Pour simplifier les calculs, on pratiquera un changement d’origine,
en mettant le nouveau zéro a 800 m/s. On établira ensuite les tableaux
qui permettront de mener les calculs avec le minimum d'erreurs
(tableaux 26 et 27).

On obtient alors :

2
S G-x)? =YY - SW ~ 228,95
rJ L

s? 52
et Y -x)2=3 TI - =y = 40,67

! !

Par différence, il vient :
ZZ (><,v/—><_)2 =~ 188,28
i

Le test de comparaison des variances Vj et Vg est usuellement pré-
senté dans un tableau appelé tableau d’analyse de la variance
(tableau 27). Le principe de ce test est indiqué au paragraphe 6.2.2.2.

Or, Fo025(2,18) =4,69. Par conséquent (1,94 <4,59), rien ne
s'oppose a I'hypothese que les procédés A, B, Cdonnent des résultats
identiques.

8.3.4 Régles d’exécution de I'analyse
de la variance a un facteur controlé

Récapitulons ces regles d’exécution :

— faire les changements de variables nécessaires pour simplifier
le plus possible les données ;

— calculer les expressions » > (x;—x.)2et Y n(x;. - x.)%;

i i
— en tirer I'expression Y ¥ (x; - x;.)2 ;
i

— établir le tableau d’analyse de la variance (tableau 28).

On calcule alors la quantité V5/Vg que I'on compare a la valeur
F de la loi de Snédécor, a k— 1 et N- k degrés de liberté, ayant une
probabilité o d’'étre dépassée.

Si Vao/VR < Fy (k=1, N-k), I'hypothése de non-influence du fac-
teur contrélé est acceptée. Si Vpo/Vg > F, (k—1, N- k), 'hypothése
est refusée.

8.3.5 Remarque

Il est évident que le probléme que nous venons de traiter est iden-
tique au probleme de comparaison des moyennes de plusieurs
échantillons, ou le facteur de variation possible est la différence des
populations dont sont extraits les échantillons considérés (8 6.2.3).

Tableau 25 - Analyse de la variance
a un facteur controlé : résultats expérimentaux
(exemple du § 8.3.3)

Vitesse initiale de la balle (m/s)

Tir
Lot A Lot B Lot C

n°1 801 809 795
n° 2 803 801 798
n°3 804 805 802
n°4 798 803 801
n°5 805 800 803
n°6 797 808 801
n°7 802 801 804
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Tableau 26 — Analyse de la variance a un facteur controlé : récapitulation des résultats (exemple du § 8.3.3)

Lot A Lot B Lot C
Tir ) ) ) Résultats
X1 X1j X2j X3j X3j X3
n°1 1 1 9 81 -5 25
n° 2 3 9 1 1 -2 4
n°3 4 16 5 25 2 4
n° 4 -2 4 3 9 1 1
n°5 5 25 0 0 3 9
n°6 -3 9 8 64 1 1
n°7 2 4 1 1 4 16
S; +10 +27 +4 §=35 =4
)
s? 100 729 16 52~ 1681
SZ
Résultats 1 N = 8005
—Sj 14,29 104,14 2,29 1 )
- 2, Si=12072
I
2 2
> xj 68 181 60 > > X~ 309
j o
Tableau 27 - Tableau d’analyse de la variance (exemple du § 8.3.3)
Somme des carrés Degrés de liberté Variance Conclusion
Y n(x;.-x.)? = 40,67 k-1=2 Va = 20,33 Va/Vg = 1,94
i
2 2 (=x;)% = 188,28 N-k=18 Vi = 10,46
g
2, > (x=x.)% = 228,95 N-1=20 V=1145
i
Tableau 28 — Tableau d’analyse de la variance
Somme des carrés d[e)(leisl])?rié Variance Conclusion
> nix;. - x.)? k=1 2 n0G. - x.)? Ya
" Va= —%7 VR
(X — x;.)2
2 2 (X = x)? N-k Vo Z; o
g R N—k
(x; - x.)?
;Z(X,‘j*x..)z N-=-1 V< z,“; y
/ N-1

Toute reproduction sans autorisation du Centre frangais d’exploitation du droit de copie est strictement interdite.
© Techniques de I'Ingénieur, traité Sciences fondamentales A 166 -27



STATISTIQUES

9.1 Généralités

9.1.1 Liaison stochastique

Nous nous sommes intéressés, jusqu’a présent, a des populations
ou chaque élément n’était repéré que par la mesure d'un seul carac-
tere. Dans de nombreux cas, cependant, ceci sera insuffisant, et il
sera nécessaire de prendre en compte les valeurs de plusieurs carac-
teres pour individualiser un élément. Il est ainsi beaucoup plus inté-
ressant, pour laconnaissance d'une population d’'individus, d'étudier
la distribution de la taille et du poids que d’étudier la distribution
d'un seul de ces paramétres.

Il peut exister, entre les valeurs prises par ces caractéres, des
liaisons dont nous allons essayer de dégager la nature ([A 165]
Probabilités).

Dans un premier cas, ces valeurs peuvent étre liées par une relation
fonctionnelle, et la donnée d'une ou plusieurs de ces valeurs déter-
mine parfaitement les autres. Ainsi, les données de la pression et
de latempérature d'une certaine masse d'un gaz parfait déterminent
parfaitement son volume. On dit alors qu’il existe une liaison fonc-
tionnelle entre ces caracteres.

Dans un deuxiéme cas, les valeurs prises par les caracteres étu-
diés sont totalement indépendantes ; par exemple, il n'y a aucune
liaison entre le poids d'un objet et sa température.

Dans un troisieme cas, cependant, il peut se faire que les carac-
téres, sans étre liés par une liaison fonctionnelle, ne sont pas tota-
lementindépendants. Ainsi, quand on étudie la taille et le poids d'une
population démographique, il y a une certaine tendance pour que
le poids d'un individu augmente avec sa taille. Toutefois, la donnée
de sa taille ne permet pas d’obtenir son poids. Il est possible, cepen-
dant, a taille donnée, d'obtenir la loi de répartition du poids, sa
moyenne, son écart-type, etc. ou, ce qui est équivalent, de déterminer
la probabilité pour que le poids soit compris entre des limites don-
nées. Ondira, dans ce cas, qu’entre les deux caracteres taille et poids,
il existe une liaison stochastique, ou encore que ces deux caractéres
sont en corrélation.

Notons bien que I’existence d'une liaison stochastique entre
plusieurs caractéres n'implique pas, en général, une relation de
cause a effet.

9.1.2 Etude de la liaison stochastique

Il existe deux procédés pour étudier la liaison stochastique : la
régression (8 9.1.2.1), et la corrélation (8 9.1.2.2). Ces procédés dif-
férent essentiellement par la technique de prélevement des
échantillons.

9.1.2.1 Régression

Considérons une population d’éléments a plusieurs caractéres
représentés par des variables X, Y... La régression distingue, entre
celles-ci, des variables indépendantes et des variables dépendantes.
Les variables indépendantes sont, par nature, celles dont |'expéri-
mentateur est maitre, et auxquelles il peut assigner une valeur
donnée : en ce sens, elles sont indépendantes. Les variables dépen-
dantes sont celles qui sont obtenues dans I'expérience. Elles sont
aléatoires.

Ainsi, quand on veut étudier la résilience d’'un matériau en fonction
de sa température, on effectuera des épreuves a des températures
données ; la température est la variable indépendante. De méme,
si on veut étudier la liaison entre la taille et le poids, en choisissant
la taille comme variable indépendante, on constituera a l'intérieur
de la population des sous-populations d’individus mesurant respec-
tivement 1,50 m - 1,55 m - 1,60 m, etc. On préléevera, ensuite des
échantillons dans ces sous-populations, et on déterminera le poids
des individus de ces échantillons.
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Ainsi, la régression se caractérise par un échantillonnage dirigé,
qui se rapproche des techniques classiques d’expérimentation ou
I'on s’assure des variations d'un certain nombre de facteurs, pour
mesurer et étudier les variations inconnues des autres facteurs.

Remarque : le mot indépendante aura, dans ce paragraphe,
une double signification : d'une part, celle utilisée ici (8 9.1.2.1)
ou variable indépendante signifie : variable dont la valeur ne
dépend pas de I'expérience ; d'autre part, celle dégagée dans
I'article [A 165] Probabilités, ou indépendance se comprend
comme l'indépendance d’une variable aléatoire par rapport a
une autre.

9.1.2.2 Corrélation

La corrélation, contrairement a la régression, ne distingue pas de
variables dépendantes ni indépendantes, et toutes les variables sont
aléatoires. Dans I'obtention des résultats, I'expérimentateur n’est
maitre d’aucune des variables. Le prélevement est effectué au hasard
dans la population ; sur tous les éléments prélevés, I'expérimenta-
teur mesure les caractéres étudiés. Lorsqu’il étudie la liaison taille-
poids, il tire un échantillon au hasard dans la population, et mesure
sur chaque individu sa taille et son poids.

9.2 Etude de la régression

Nous limiterons cet exposé a |'étude de la régression a deux
caractéres, ces caracteres étant, de plus, repérés par des variables
continues.

9.2.1 Généralités

Nous noterons X la variable indépendante, et Y la variable aléa-
toire dépendante, x et y leurs valeurs. La régression a deux objets :

— d’une part, établir s’il existe une liaison stochastique entre x
et y; et tester cette liaison stochastique, car le lecteur se doute déja
qu’on ne pourra jamais répondre par une affirmation absolue, mais
simplement conclure que rien ne s'oppose a I’hypothése qu’il existe
une liaison entre les deux variables, ou au contraire que cette hypo-
thése a une faible probabilité d'étre réalisée effectivement ;

— d’autre part, quand la liaison stochastique existe, la caractériser
au moyen de la ligne de régression (graphe des moyennes de y lié
par x que I'on notera y’), et par les distributions statistiques de y
lié par x.

En fait, nous supposerons tout d’abord que la liaison stochastique
existe, et nous rechercherons les moyens de la caractériser ; nous
prendrons ensuite en considération les moyens de tester son
existence (8 9.3.2).

9.2.2 Détermination générale de la ligne
de régression. Méthode des moindres carrés

Supposons que I'on ait pu connaitre sa forme analytique :
y' =f(x 0B ..)

ou a, B, etc. sont des paramétres par ailleurs inconnus. Il reste a
déterminer, a partir des résultats obtenus, les valeurs des
parametres o, B, ....

L'expérimentation a permis d’obtenir, pour chaque valeur de la
variable indépendante x;, une valeur de y que nous noterons y;.
On recherchera alors des estimations des parametres o, B, .... par
la méthode du maximum de vraisemblance (8 3.3).
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Si les distributions liées de y sont normales, on montre assez
aisément que la fonction de vraisemblance a pour expression :

VIV
o - _ 1 exp[_z vi-v}) ]
(2m) Oy/x, Oylx, -+ i Sy/x
avec G, écart-type de y lié par x.

Le maximum de la fonction de vraisemblance est obtenu quand
la quantité Q2 est minimale, si on note :

732
Q2 = 2 (Y,gy,')

i yIx;

On prendra donc pour estimations des paramétres o, B, ... les

valeurs qui rendent minimale la quantité Q2. Elles sont par consé-
quent solutions du systéme d’équations :

2(Q2)

Jo 0
2(Q2)

ap = °

Ces équations sont appelées équations normales ou équations de
Gauss. Leur résolution est particulierement aisée quand f(x) est
une fonction linéaire des paramétres o, B, ... La méthode générale
ainsi exposée porte le nom de méthode des moindres carrés.

9.3 Régression linéaire

D’une fagon générale, on ne connait pas la forme analytique de
la fonction y’ = f(x). On choisira alors, d'une fagon arbitraire, une
forme analytique qui rendra le mieux compte du phénomeéne étu-
dié. Les valeurs des parametres seront obtenues par résolution des
équations de Gauss. Si f(x) ne dépend pas linéairement de o, B, ...,
le probléme sera complexe.

Nous nous limiterons, dans ces conditions, a un cas trés simple
d’étude de la régression, qui se présente d’ailleurs trés fréquem-
ment en pratique : la régression linéaire.

La régression linéaire se caractérise par les hypothéses suivantes :

— les distributions de y lié par x sont normales ;

— les écarts-types de y lié par x sont indépendants de x;

— la ligne de régression est une droite.

Nous savons déja que ces conditions sont remplies, si les varia-
bles aléatoires sont distribuées suivant une loi normale a deux
variables ([A 165] Probabilités).

9.3.1 Parameétres de la régression linéaire

9.3.1.1 Détermination de la droite de régression
Soit y' = a + bx I’équation de la droite de régression. La quantité

2 . iy
est constante ; notons que I'on appellera ¢ variance liée

o y/x

yIx;
ou variance résiduelle.

Par conséquent, et si I'on note :

Q% =3 (vi-yi)? = Y (y;-a-bx)?
i i
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les équations normales s’écrivent :

2

% = _Z(yi_a_bxi) =0
)

_Q_%zb_l = _ in(yi*a*bxi) =0

La premiére équation montre que la somme algébrique des écarts
entre y;et y; estnulle: Y (y;-y};) = 0.
i

En divisant par n cette équation (n étant le nombre de couples Xx;,
yi), on obtient :

y =a+bx
i
avec y = -
y n
2 X
X =
n

L'équation de la droite de régression peut alors s’écrire :
y'-y = b(x-X)

ou b est appelé coefficient de régression linéaire de y en x. On voit
ainsi que la droite de régression passe par le centre de gravité de
I'ensemble des points représentant les résultats obtenus.

La deuxiéme équation de Gauss nous donne ensuite :
z (X;=Xx) (Yy;=Y)

z X yi-nxXy
i i
Y (x;-x)?
7

ZXf—nT(Z
7

Dans les calculs numériques, seule la deuxiéme expression est a
utiliser. On prendra soin de les exécuter avec précision, car le numé-
rateur et le dénominateur de b sont souvent des grandeurs trés
voisines.

On montre que la valeur obtenue de b est une estimation non
biaisée (8 3.2.2) du coefficient de régression linéaire réel de la
population.

9.3.1.2 Variance liée

La variance des observations y; est:

Y (yi-y)?

Sy n

C’est la variance marginale de la variable aléatoire y. On peut écrire :
Yi=yY = (yi-yi))+(yi-y)
Dans ces conditions, si devient :
Swi-vi?2 Swi-v? 23—y -¥)
P i b

y n n n
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Le troisieme terme est nul, compte tenu des équations de Gauss
(8§ 9.3.1.1). On peut alors écrire :

, —\2
Z(y,——y,—)z Z(X,‘_X)
sf, = - +b2 1
n n
S (yi-y7)?
On montre que le premier terme de cette expression . =
est une estimation de la variance liée, mais seule la quantité

2 (yimyi)?

o constitue une estimation non biaisée (8 3.2.2).

9.3.1.3 Indice de corrélation

On peut caractériser I'intensité de la liaison stochastique entre les
2

variables x et y par le rapport de la variance résiduelle Cy/x ala

variance marginale ¢, ; en fait, on utilise le complément a 1 de ce

rapport. Soit r? cette quantité, appelée indice de corrélation :
2
vyl x
valeur r2 = 1 signifie la liaison fonctionnelle. Dans le cas ou x et y
sont des variables aléatoires normales, cette quantité est égale au
carré du coefficient de corrélation ([A 165] Probabilités).

Pratiquement, on calcule r2 a I'aide des expressions suivantes :

Y (x-%)°

r2=1-(o /Gf,). La valeur r2=0 signifie I'indépendance ; la

=p2 i
Z(Vi*y)z
|3 (x=x)?
soit r=>b ———’75_—3—;——
Z(Xi_)?)(yi_y) Z,X,‘y,‘—”;()7
our= = !

J;I(x,_x)zg(y,-—yf J@X?—n?z)@ yIZ__n)—/z>

9.3.2 Tests sur la régression

Ayant déterminé les parametres de la régression, il reste a
répondre a la question suivante : la régression observée est-elle
significative ?

9.3.2.1 Test du coefficient de régression linéaire
On peut écrire b sous la forme :

Z (x;=X)y;
TS G-x)?

Les x;n’étant pas des variables aléatoires, et les y;étant des variables
aléatoires normales, b est une variable aléatoire normale, d’écart-
type :

2
Oy/x

P (x-x)?

9
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Tester I'indépendance des variables x et y revient a tester I'hypo-
Y (yi-yi)?
, i

ylx — n—2
tuera le test en considérant la variable :

b(n-2) Y (x;-X)?
Sh 2 yimvi)?

thése b = 0. En prenant I'estimation s , on effec-

qui suit une loi de Student-Fisher a n-2 degrés de liberté.

9.3.2.2 Analyse de la variance

Reprenons |'expression :
Syi-v)? =Y yi-y)2+ Yy -v)?
H i i

Le premier terme z (y;— )7)2 explicite naturellement la variation
i

totale de la variable ; le terme 2 (yi- ¥)? exprime la variation due
i

alarégressionlinéaire ;le terme 2 (y;-y’)? représente lavariation

!
résiduelle, c’est-a-dire la fluctuation de la variable aléatoire y; autour
de sa moyenne liée y’.

Supposons qu’il n'y ait pas de liaison stochastique entre les
variables x et y. La valeur réelle B du paramétre b est nulle, et il est

s . 2 . .
évident, dans ce cas, que la variance totale de y, ¢ y (variance réelle

de la population) est égale a la variance liée ¢ yix (variance liée réelle
de la population).

> (yi-y)?

!

Dans ces conditions, la variable aléatoire est distri-

2

Sy

buée suivant une loi du X2 a n-1 degrés de liberté. On montre

2 yimyi)?

alors que est distribuée suivant une loi du X2 a n-2

2

Sy

Syi-v)?

degrés de liberté, et par conséquent i suivant une loi

2
y

dux?an degré de liberté. Ces deux derniéres quantités sont alors
indépendantes, et la variable aléatoire :

Y-y

Fo_ (n-2)

1 > (yi-yi)?

suit une loi de Snédécor a 1 et n-2 degrés de liberté.

Dans le cas de dépendance stochastique, ceci n’est plus vrai, et
on montre que la variable F’ est significativement plus grande que
1, mais ne suit pas une loi de Snédécor.

Par conséquent, pour tester I'indépendance de deux variables,
on calculera la quantité F’ que I'on comparera a la valeur prise par
la variable F de Snédécor a un seuil o.

Remarque : on pourrait étre tenté de tester la régression, en
. 2 2 P
comparant les variances ¢ et o, . Ceci n‘est malheureuse-

; ets/ obtenues ne

y ylx
sont pas indépendantes. On se tire d’affaire, par contre, en
2
ylx

ment pas possible, car les estimations s

comparant s et 2 (yi- ¥)? qui sont bien indépendantes.
i
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9.4 Exemple

Les couples de valeurs observées sont rassemblés dans le
tableau 29.

Tableau 29 - Régression : résultats expérimentaux
(exemple du & 9.4)

x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
yi 051 130 142 233 3,65 504 4,60 541 652 7,63

9.4.1 Détermination de la droite de régression
et des parametres de la régression

Tous les calculs sont condensés dans le tableau 30.
Y xjy;-nxy
i
Y, x,? —nx?
i
L'équation de la droite de régression (figure 8) sera, par conséquent :

(y'-3,84)=0,78 (x-5,5)

ou y'=0,78 x-0,45

2
/x

Y= = X (yimyi 2+ b2 Y (x-X)?

__ 275,64-211,25

b= 385 - 302,50

= 0,78

La variance liée s’y sera obtenue en explicitant I'expression :

S (yi-v) =Y yi-ny2=5181

i i

b2Y (x;-%)2 = bZ(ZX?—niz):SO,w
i i

S (yi-yi)?2 =162
i

(yi-vi)?
’2 ——————————2"' L 182 _ 6,20
ylx n-2 T8
De méme :
b2y (x;-x)2
r2 = i = 0,97

2 yi-y)?

9.4.2 Test de la régression

On effectue I'analyse de la variance (8 8) en résumant les calculs
dans le tableau 31.
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Figure 8 - Droite de régression

Conclusion

Sans faire usage de la table de Snédécor, on peut conclure que
la liaison stochastique entre x et y est hautement significative
(8§ 9.3.2.2) ; il est par conséquent inutile d’effectuer le test sur le coef-
ficient de régression linéaire (8 9.3.2.1).

9.5 Corrélation

Nous avons déja dit (8 9.1.2.2) que la corrélation se distingue de
la régression uniquement par le fait que les variables sont toutes
aléatoires.

On montre que tous les résultats obtenus sur la régression
linéaire sont transposables a la corrélation.

9.5.1 Coefficient de corrélation

Rappelons quelques résultats de I'article [A 165] Probabilités.
On définit le coefficient de corrélation par I'expression :

avec C covariance, Oy, oy écarts-types.

Quelle que soit la loi de probabilité du couple de variables aléa-
toires X et Y, p est compris entre — 1 et + 1 et:

+ p=0si Xet Ysontindépendantes entre elles ;

* |pl=1si Xet Ysont liées par une relation fonctionnelle.

Si la loi de probabilité de X et Y est normale, réciproquement :

* p=0 entraine I'indépendance de Xet Y;
+ p=1implique une relation fonctionnelle entre X et Y.
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Tableau 30 - Droite de régression et parameétres de la régression : leur détermination (exemple du § 9.4)

v : : v 2 2
Couple x; y; Xj Yi Xi Vi X; Yi

n° 1 1 0,51 0,51 1 0,260
n° 2 2 1,30 2,60 4 1,690
n° 3 3 1,42 4,26 9 2,016
n° 4 4 2,33 9,32 16 5,429
n° 5 5 3,65 18,25 25 13,322
n° 6 6 5,04 30,24 36 25,402
n° 7 7 4,60 32,20 49 21,160
n° 8 8 5,41 43,28 64 29,268
n° 9 9 6,52 58,68 81 42,510
n° 10 10 7,63 76,30 100 58,217

Totaux 55 38,41 275,64 385 199,274

Résultats X =55 y = 3,84 nxy = 211,25 nx?2 = 302,50 ny? = 147,46
Tableau 31 - Test de la régression (exemple du § 9.4)
Somme des carrés Degrés de liberté Variance Conclusion
o, _ o Si-v)? )

S (v} -¥)? = 50,19 1 Variance dgesg I1a9regre55|on i : L n=2) _ 5

- . S (vi-yi)?
7

2 (yimyi)? =162 n-2 Variance résiduelle = 0,20
1

2()’;—)7)2: 51,81 n-1 Variance totale = 5,76
7

9.5.2 Tests sur le coefficient de corrélation

Supposons que la loi de probabilité des variables X et Y soit nor-
male. On obtiendra une estimation de p en utilisant I'expression :
Z(X,-f?)(y,-f?) ZX,-Y,-*”)?;/

i i

r =

JZ(x,-—@ZZ(y,-—V)Z 70X %y

On montre que r est une estimation convergente (§ 3.2.1) mais
biaisée (§ 3.2.2) de p. Sa loi de probabilité est complexe.

Toutefois, si la taille de I'échantillon est grande (n > 100), la loi de
distribution de r peut étre considérée comme une loi normale, de

52
p1 . Il est par conséquent possible

moyenne p, et d'écart-type

de tester I'hypothese p =0 au seuil o, en comparant r./n-1 ala
valeur u,y d’une variable normale réduite u, telle que P(Ju| > uy) = o :

—si rdn-1<u,, I'hypothése p = 0 est acceptée ;
— si rJ/n-1>u,, I'nypothése est refusée.

Pour des valeurs de n comprises entre 30 et 100, on utilise le pro-
cédé dit procédé de la corrélation transformée de Fisher.
Considérons la variable aléatoire :

1 T1+r

Zziloge17r=argthr
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On montre que la variable Z suit sensiblement une loi normale, de

moyenne % log, 1 J:g , et d’écart-type

1
Jn-3 "

Cette transformation a été tabulée. Elle permet de résoudre les
problémes d’intervalles de confiance, de comparaison a un standard
(en particulier la comparaison de r a 0).

Nota : rappelons que I'analyse de la variance a été étudiée au paragraphe 8.

10.1 Généralités

Supposons que |'expérimentation nous ait fourni n résultats x;
(i=1,2, ..., n), etquecesrésultats dépendent linéairement de kpara-
metres inconnus t (j=1, 2, ...., k) représentant les variations dues
aux facteurs controlés (les facteurs contrélés ont été définis au
paragraphe 8.1) :

Xj=apn t-| + ...+ a;jt/-+ e+ aj tk+8,'

Les coefficients a;;sont connus. Les g;sont des variables aléatoires
indépendantes normales, de moyenne nulle, d'écart-type o, repré-
sentant les fluctuations de parameétres non controlés. Les estima-
tions t’; des parametres inconnus t; sont obtenues, comme nous
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I'avons vu dans I'étude de la régression et de la corrélation, par la
méthode des moindres carrés (8 9.2.2). Elles sont telles que la quan-
tité appelée somme des carrés des résidus :

2
) [Z a;t] _x,} =Y e
i j i
soit minimale.

En dérivant par rapport aux parameétres t]’- , on obtient un systeme
de k équations a kinconnues, et on suppose qu’il posséde une solu-
tion unique en t/

On montre que les t/’-, solutions de ce systéme, sont des estima-
tions absolument correctes (8 3.2.2) et efficaces (§ 3.2.3) des t;. La

quantité 2 aj t/'- représente la valeur ajustée de x;.
j

10.2 Analyse de la variance

Posons :

e S= z x,? somme des carrés des valeurs observées ;
!
, 2 . . .
« Q= z (2 aj; t/-) somme des carrés des valeurs ajustées ;
i\

2 . .
c Oy = z e; somme des carrés des résidus.
i

On montre que :

constitue une estimation absolument correcte de 2 ;par

Qg
n-k
. OR - . . . . . 2 s
conséquent, — est une variable aléatoire qui suit une loi du ¥ a
o

n - k degrés de liberté ;

+ $=Q+0R;

+ les variables aléatoires Q et Qg sont indépendantes ;

« dans I'hypothése ou les facteurs contrélés sont sans influence
sur les résultats x;, c'est-a-dire si les paramétres t; sont nuls, la
quantité Q/k est une estimation de 02, et O/c2 est une variable
aléatoire qui suit une loi du x2ak degrés de liberté.

Dans ces conditions, la quantité :

_Q n-k
F=a:7%

est une variable aléatoire qui suit la loi de Snédécor avec ket n-k
degrés de liberté.

10.3 Séparation des facteurs controlés
en deux groupes

Supposons que les k facteurs t; se séparent en deux groupes
Uy e Up, €LV, o, v, AVEC k1 + ko =k.

En pratiquant I'ajustement linéaire sur les k; parametres u, on
obtiendra :
S=Q(U)+ Qgr(U)

De méme, avec l'ajustement linéaire sur I'ensemble des para-
metres Uet V:
S=Q(U, V)+ Qr(U, V)
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Dans|’hypotheése ou les facteurs vsont sans influence sur les résul-
tats, c’est-a-dire si les parameétres v;sont nuls, on montre que la quan-

tite LUV =0 W) it une loi du 24 k- ky = k, degrés de liberte.
[¢)

On testera donc I'hypotheése vj=0, a l'aide de la variable :

QU, V)-QWU) n-k

F= k 8 (U, V)

avec k, et n— k degrés de liberté.
De méme, on testera I'hypothése u; = 0, en pratiquant I'ajustement
linéaire des x; sur les k, paramétres v, et en utilisant |I'expression :

S=Q(V)+ Qg(V)

On voit que cette méthode se généralise aisément a un nombre
de groupes de facteurs supérieur a 2.

10.4 Introduction
des plans expérimentaux

Supposons que l'on ait encore deux groupes de facteurs
controlés u et v. Soient Q(U) et Q(V) les sommes des carrés des
valeurs ajustées séparément, et Qg (U, V) la somme des carrés des
résidus obtenus en ajustant simultanément x; aux paramétres u et v.
D’une fagon générale, I'expression :

S=Q(U)+a(V)+Qagr(y, Vv)
n’est pas vérifiée.

Cette expression peut cependant étre vérifiée, moyennant une
structure particuliére des expérimentations, et un choix convenable
des paramétres (propriété d'orthogonalité). Ceci est en particulier

réalisé dans les plans d’expériences dits factoriels, ou du type latin
et gréco-latin.

Nous n’aborderons dans cet exposé que I'étude des plans
factoriels (8 10.5).

10.5 Plans factoriels

10.5.1 Définition

Un plan d’expériences est du type factoriel si, comportant un
nombre k quelconque de facteurs controlés U, V, W, ... ayant
respectivement kq, k, ... variantes, a toute combinaison U;, V]
(i=1,.., ky;j=1,.. ky; etc.), il associe un méme nombre de
mesures.

10.5.2 Analyse de la variance
dans le cas de deux facteurs controlés

Soientdeux facteurs controlés Uet V, a kq et k, variantes ; a chaque
combinaison U; V;, correspond a une expérience, et par conséquent
une mesure x;;. Les mesures sont contenues dans le tableau 32.

On pose, d'une fagon générale :
X,'l'= m+ u;+ Vj+ Eij

ou les parametres u; rendent compte de I'influence des facteurs U,
et les parameétres v; de celle des facteurs V. La quantité gjj est une
variable aléatoire normale, de moyenne nulle, et d'écart-type c.
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Tableau 32 - Analyse de la variance dans le cas de deux facteurs contrélés : résultats expérimentaux

Facteur U: variante

Facteur V:
variante 1 i
1 X11 Xi1
j X”' .- XU
ky X1k, Xik,

Totaux ZX” = ky X7, = Sy, ZX,-j =k,x; =S,
J J

On détermine des estimations des parametres m, u;, vj par la
méthode des moindres carrés (8 9.2.2) ; on montre alors que :

J

2 Xi
m = __ =

ky ky
ui = X - X,
v/'- = X ,—X_.

De plus Y u; = Oety v; = 0 ; par conséquent, il n'y a que
- -

j
kq — 1 estimations de u indépendantes, et k, — 1 estimations de v
indépendantes.

Posons :
2
S = Zx,—j
ij
Q(M, U, V) =3 (m'+ u’+ v))?
ij
Qz (M, U, V) = Z(m’+ ui+ v,-’—x,-j)2
ij
Q) = kz Z(X,'.*X..)z
7
Q(V) = ky 3 (x;=x.)?
j
Q(M) = ky ky x>
Ona:

S=Q(M, U, V)+Qg(M, U, V)
Q(M, U, V)=Q(M)+ Q(U) + Q(V) (propriété d’orthogonalité)
Pour simplifier, on pose en général :
Q=5-Q0(M)=0Q(U)+Q(V)+ Qg

Totaux
kq
X1 ZXH =kixq=5,4
1
Xk, j ;X:‘j =kx;=35;
Xk1k2 zitxikz = k1 X'kz = S'kz

Zxk1j = kyx. = Sy Sj= ZS,, = ZS_I- = Zx,-j = kyky x..
J i J ij

L'analyse de la variance est basée sur les résultats suivants :
Qg

(k1—1) (k2—1)

« lesvariables aléatoires Qr, Q(U), et Q(V) sontindépendantes ;

« si I'hypothése u;=0 est réalisée, quel que soit /, la quantité
QW)
ky -1
+ si I'hypothése v;=0 est réalisée, quel que soit j, la quantité
o)
ky—1
Ces hypothéses sont testées a I'aide des rapports :

est une estimation de 02;

est une estimation de 02;

est une estimation de c2.

QU) (ki=1) (k= 1)
Qg k-1

F, =

avec ky — 1 et (kg — 1) (kp — 1) degrés de liberté ;

Q) (k=1 (k- 1)
o k-1

F, =

avec ky — 1 et (ky = 1) (ky — 1) degrés de liberté.

Nota : I'introduction de m’ = x_, qui lie les estimations u; et v}, diminue de 1le nombre
de degrés de liberté par rapport a la théorie générale du paragraphe 10.2.

10.5.3 Exécution pratique des calculs

On commence par calculer Q, Q(U) et Q(V); Qg est obtenu a
partir de I'expression Qg = Q-[Q(U) + Q(V)].
Calcul de Q(U)
2
1 2 Si
Q) = kp Y (X.-Xx)2 = =3 Si— ¢
2 Z, i k2 zl‘, i k1 k2
S, = Zx,-/- et S;= z S
j

1

en posant
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Calcul de Q(V)

2

0W)=h2mf&ﬂ=%
)

k1 kz

2
en posant S;=Yx; et 2
i )

Calcul de Q

SZ

Q- ;;u ;; -

Exemple

On effectue des mesures avec quatre appareils différents et cing opé-
rateurs différents. On veut savoir si les appareils ou les opérateurs ont
une influence sur la mesure.

On réalise le plan d'expériences suivant, dont les résultats sont don-
nés dans le tableau 33.

On effectue un changement d'origine et un changement d'échelle,
et on présente les calculs dans le tableau 34.

_ 2530 12100 _
Q=250 1220 - 575
_3814 12100 _
a(vy~3814 12100 - 1574
Yy xj=840 et Q=840 - 1570 ~ 235

i

Qg = 235-(27,5+157,8) = 49,7

L'analyse de la variance est alors résumée dans le tableau 35.

STATISTIQUES

Les valeurs de Fayant une probabilité de 5 % d'étre dépassées sont :
— avec 4 et 12 degrés de liberté : 3,26 ;
— avec 3 et 12 degrés de liberté : 3,49.
Par conséquent, on peut conclure qu'il n'y a pas d'influence des

opérateurs sur les mesures. Par contre, l'influence des appareils est
significative.

10.5.4 Généralisation

Les méthodes exposées se généralisent assez aisément en théorie
au cas de facteurs controlés en nombre supérieur a 2. De méme,
un nombre de mesures supérieur a 1 par combinaison U; V; ... ne
pose pas de difficultés théoriques particuliéres ; toutefois, le volume
considérable de calculs pratiques a effectuer fait sortir ces probléemes
du cadre de cet exposé.

Tableau 33 - Analyse de la variance
dans le cas de deux facteurs controlés :
résultats expérimentaux (exemple du § 10.5.3)

Facteur opérateur (U) :

Facteur appareil (V) : variante
variante
1 2 3 4 5
1 1,78 1,77 1,75 1,79 1,72
2 1,81 1,83 1,79 1,77 1,79
3 1,72 1,75 1,74 1,73 1,72
4 1,76 1,71 1,72 1,74 1,71

Tableau 34 — Analyse de la variance dans le cas de deux facteurs contrélés : récapitulation des résultats
(exemple du § 10.5.3)

Facteur appareil (V) :

variante 1 2 3
1 8 5

2 1 13 9

3 4

4 1 2

S, 27 26 20
s? 729 676 400

Facteur opérateur (U) : variante

. 2
4 5 s., s-i
9 2 31 961
7 9 49 2 401
3 2 16 256
4 1 14 196
2
23 14 S;j=110 2.5;=3814
J
2 ~ 2
529 196 2, Si. =2530 $2=12100
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Tableau 35 - Tableau d’analyse de la variance (exemple du § 10.5.3)

Somme des carrés Degrés de liberté

Q(U) =275 4
Q(V) = 157,8 3
Qr =497 12
Q =235 19

11.1 Généralités

11.1.1 Controdle a 100 %
et controle par prélevement

Les contrbles de fabrication ont toujours constitué une préoc-
cupation de I'industrie. On distingue deux sortes de contrdles, d'une
part le contréle a 100 % qui consiste a inspecter la totalité des fabri-
cations, et d’autre part le contréle par prélévement qui consiste a
estimer la qualité des fabrications sur échantillon.

Le premier type n’est pas toujours réalisable, soit pour des raisons
économiques, soit en raison de la nature du contrdle (contréle des-
tructif par exemple). Il n"offre d’ailleurs pas forcément des garanties
beaucoup plus élevées que le contrdle par prélevement (lassitude
et négligence des contrdleurs effectuant a longueur de temps la
méme opération).

Le deuxieme type de contrbéle a été marqué, dans les derniéres
décennies, par des progrés considérables dus a I'application des
méthodes statistiques les plus affinées. En particulier, I'effort indus-
triel américain, pendant la deuxiéme guerre mondiale, a suscité
I'essor et la mise en application de nombreuses techniques statis-
tiques de contréle.

11.1.2 Contréle qualitatif et controle quantitatif

Sous l’angle de la nature méme de I'opération de contrdle, on peut
encore distinguer deux sortes de controle :

— les contréles qualitatifs qui consistent a classer la fabrication
ou le prélevement en éléments bons et mauvais, ou encore a
dénombrer les défauts de cette fabrication ; les contrdles qualitatifs
sont aussi appelés contréles par calibres ;

— les contréles quantitatifs dans lesquels un certain parameétre
des éléments de la fabrication, ou du prélevement, est soumis a
mesure ; pour cette raison, ces contrbles portent aussi le nom de
contréles par mesures.

11.1.3 Controéle de fabrication
et controle de réception

L'opération de contrdle d’une fabrication peut étre opérée d'une
facon dite continue, c’est-a-dire d’une fagon permanente ; toutes les
heures ou tous les jours, selon les cas, des éléments produits par
une unité de fabrication seront prélevés, puis contrélés, de facon a
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Variance Conclusion
Variance due au facteur U : Var (U) 17
Var (U) = 6,87 Varg '
Variance due au facteur V: Var (V) ~12.7
Var (V) = 52,6 Varg '
Variance résiduelle
Varg = 4,14

estimer I'évolution de la qualité en fonction du temps. Ce type de
controle permettra de suivre la qualité des fabrications, et indiquera
trés rapidement un fléchissement de celles-ci. Ce contréle sera, pour
cela, appelé contréle de fabrication.

On pourra également effectuer le controle d'une fagon disconti-
nue, en opérant le prélevement sur un certain volume des fabrica-
tions, correspondant en général a partie ou totalité d'une livraison.
Ce contréle, qui a pour objet de s’assurer que la qualité des produits
livrés est conforme aux exigences du client, s’appelle, pour cette
raison, contréle de réception.

11.1.4 Notion de variabilité

La notion de controle statistique suppose que la fabrication consti-
tue une population statistique, et que, lorsque cette fabrication est
conforme aux normes de qualité, cette population statistique soit
connue ou, pour le moins, qu’on en connaisse une estimation. On
appellera variabilité 'ensemble des estimations de la loi de répar-
tition de la fabrication, et de ses paramétres (en particulier ceux qui
caractérisent la moyenne et la dispersion).

Il est évident, par exemple, qu’en contrdle de fabrication, la varia-
bilité de la fraction de fabrication, sur laquelle est opéré le préle-
vement, ne doit pas se modifier.

11.1.5 Détermination de la variabilité

Il est intuitif qu’avant de soumettre une fabrication quelconque
a un contréle, soit de fabrication, soit de réception, il est nécessaire
d’en déterminer avec soin la variabilité.

Cette opération est délicate, la variabilité dépendant des matiéres
premiéres utilisées, des machines employées, du personnel, et de
la taille du prélevement.

En effet, il n'est pas rare de voir la moyenne d'une fabrication se
déplacer, par suite, soit du changement de fournisseur de matiéres
premiéres, soit du changement de machines utilisées ou méme par
usure de celles-ci, ou encore par suite du changement du personnel
servant ces machines. L'effet de ces facteurs peut étre considérable ;
il est toutefois aisé de les prendre en compte.

Il est, par contre, assez difficile de déterminer la taille n du pré-
levement. En effet, si un prélévement fourni donne, dans I'absolu,
une meilleure estimation qu’un préléevement de taille faible (inter-
valle de confiance de la moyenne et de I'écart-type variant comme
1/./n), par contre, en augmentant n, on court le risque d'avoir des
déréglages pendant la production des fabrications sur lesquelles on
opére le prélevement. En conséquence, le choix de n sera fait en
fonction de la cadence de fabrication de I'unité de production, et de
la fréquence de ses déréglages, ou de la loi de répartition statistique
de ceux-ci dans le temps, si elle est connue.
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11.1.5.1 Choix de la loi de probabilité

Pratiquement, on supposera tout d’abord que la loi de probabilité
du caractére contrélé est normale, dans le cas d'un contrble par
mesures. En effet, les causes élémentaires de dispersion du caractére
contrblé sont en général nombreuses et agissent additivement (ce
n’est pas toujours le cas cependant ; ainsi, les excentricités de piéces
cylindriques, axes, etc., sont distribuées suivant une loi du x?). Dans
le cas de contréle par calibres, le nombre de défectueux observés
suivra la loi binomiale ou la loi de Poisson.

11.1.5.2 Détermination des parameétres

On effectue ensuite un certain nombre de préléevements. On
s’assure, au moyen d’une étude de variance, que tous ces préleve-
ments sont bien issus d'une méme population, donc que d'un pré-
levement a l'autre la fabrication est restée constante. On estime sur
chacun de ces prélévements la moyenne, |'écart-type, ou la propor-
tion de défectueux, selon les cas. On prend alors la moyenne de ces
estimations pour obtenir les paramétres de la fabrication.

Ainsi, supposons que sur r prélevements de taille n, on ait
obtenu les estimations X1, ..., X, de la moyenne, et s, ...., s, de
I’écart-type. On prendra, pour déterminer la variabilité, les valeurs :

x|
Il

Retenons, pour conclure, que la détermination de la variabilité
est une opération délicate, et qu’il n'y a pas de régle absolument
générale. Elle doit étre effectuée avec beaucoup de sens critique.

11.1.6 Notion d’efficacité d’un contrédle

Supposons que lI'on effectue sur une fabrication un controdle,
assorti d’un critére de qualité. Si ce contrdle est un contréle a 100 %,
il va sans dire que, lorsque la qualité est dans les normes imposées,
la probabilité d’acceptation de la fabrication est égale a 1. Elle est
égale a 0, quand la qualité est en dehors des normes. Si, par contre,
le controle est effectué par prélevement, la qualité estimée est en
général différente de la qualité réelle (c’est, nous le savons, une
variable aléatoire). On congoit aisément qu’une fabrication correcte
puisse étre jugée inacceptable et, inversement, qu’une fabrication
défectueuse soit jugée acceptable.

On pourra ainsi calculer la probabilité P de juger acceptable une
fabrication en fonction de sa qualité réelle Q. On appellera efficacité
du contréle la fonction P= f(Q) ainsi définie, et courbe d’efficacité
la représentation graphique de cette fonction.

La figure 9 donne I'allure générale de la courbe d’efficacité d'un
contrdle par prélevement ; on la comparera a la courbe d’efficacité
d’un contréle a 100 % (figure 10).

On notera, sur la courbe d’efficacité d’un contréle par prélevement,
que si la qualité est par exemple représentée par le pourcentage p
d’éléments défectueux, le contréle par préléevement fait courir un
risque o de refuser une fabrication de qualité réelle p; jugée accep-
table. Dans le contrble de réception, ce risque est appelé risque du
fournisseur (8 11.3.3.1). De méme, on encourt un risque B d’accepter
une fabrication de qualité réelle p, jugée inacceptable. Ce risque est
appelé risque du client (8 11.3.3.2), dans le contrdle de réception.
Pour des mémes valeurs pq et p,, un contrble est dit plus efficace
qu’un autre, silesrisques du fournisseur et du client sont plus faibles.
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P probabilité d’acceptation de la fabrication.
@ qualité réelle de la fabrication en pourcentage de défectueux.

Figure 9 - Courbe d’efficacité d'un contréle par préléevement

—~

P

Probobilité

f,’ Quolite réelle Q P
P probabilité d'acceptation de la fabrication.
Q qualité réelle de la fabrication en pourcentage de défectueux.
Notons que P =1 8l @ < p,
Pmosi Q>p

Figure 10 - Courbe d’efficacité d'un contrdle a 100 %

11.2 Controle de fabrication
11.2.1 Rappel de quelques résultats

Rappelons que lorsqu’on préléve un échantillon, de moyenne Xx,
et d'écart-type s, dans une population normale, de moyenne m, et

d’écart-type 6, x et s sont des variables aléatoires possédant les
propriétés suivantes (§ 2.6) :

_ . . . o
* X suit une loi normale, de moyenne m, et d’écart-type T ;
n

2
* le rapport % suit une loi du xz a n-1 degrés de liberté.
c
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11.2.2 Cartes de contrédle

11.2.2.1 Principe

En raison des résultats rappelés dans le paragraphe précédent,
nous savons qu’il est possible de déterminer (8 3.5.2), autour des
valeurs m et ¢ de la fabrication, des intervalles dans lesquels x et s
auront une probabilité 1 — o de se trouver, sous réserve que la varia-
bilité de la fabrication ne se soit pas modifiée.

Si on observe, a la suite d'un prélévement, une valeur de X ou
de s extérieure a cet intervalle, on pourra faire deux hypotheéses :

— ou bien on observe une valeur improbable de x ou de s,
mais la variabilité de la fabrication n'a pas changé ;

— ou bien la variabilité de la fabrication s’est modifiée, ce qui
explique la valeur observée de x ou de s.

Le principe du contréle de fabrication consiste a adopter la
deuxieme hypothese. Le risque d’erreur ne peut, de toute fagon, étre
supérieur a o.

En pratique, on prend un risque o extrémement faible, égal a
0,002. On définit ainsi les limites de contréle entre lesquelles on
conclut que la fabrication n’est pas déréglée. En dehors de ces limi-
tes, on décide d’arréter la fabrication et de procéder a un réglage.

On définit de méme les limites de surveillance, mais avec un ris-
que égal a 0,05. Lorsqu’on observe des valeurs de x et de s a
I'intérieur des limites de contrdle, mais a I'extérieur des limites de
surveillance, cela peut signifier un début de déréglage. Il est néces-
saire, alors, de renforcer le contréle pour le vérifier au plus tét, et
prendre au mieux les mesures nécessaires.

11.2.2.2 Détermination des limites de contréle
et de surveillance

Supposons que I'étude de la variabilité ait affecté a la fabrication
une moyenne m, et un écart-type o, par les méthodes exposées dans
le paragraphe 11.1.5. Les limites de contrdle et de surveillance sont
alors définies par les expressions suivantes.

Pour la moyenne :

— limites de contrdle : m+ Agoo1 0
m—=Ag,001 O

— limites de surveillance : m + Ag 925 ©

m—Ao,025 ©
Pour I'écart-type :
— limites de controle : B 999 ©
Bo,001 0

— limites de surveillance : Bgyg75 6

Bo,025 0
La variabilité étant normale, les coefficients A sont définis par:

Uy,

Az = T

u, étant la valeur d’une variable normale réduite, ayant une proba-
bilité o d’étre dépassée en valeur absolue : ug o5 = 1,96 et
Up,002 = 3,09. Notons que A dépend de n. Pour cette raison, les
valeurs de A sont tabulées en fonction de n.

De méme, les coefficients B sont définis par les expressions :

XZ
1-
B, = na
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xffd étant la valeur d'une variable a n—1 degrés de liberté ayant

une probabilité o d'étre dépassée. B dépend également de n, et a
été tabulé.

11.2.2.3 Représentation graphique

On représente graphiquement les résultats du controle de fabri-
cation de la fagon suivante : on porte sur un graphique parallélement
a I'axe des abscisses des droites représentant les limites de controle
et de surveillance ; chaque prélevement est alors représenté par un
point, d’'ordonnée égale a la moyenne ou a I'écart-type observé,
d’abscisse égale au numéro de I'échantillon dans I'ordre chrono-
logique. Ces graphiques portent le nom de cartes de contréles
(figure 11).

L'examen d’une carte de contrdle permet de se faire rapidement

une idée de I'évolution de la fabrication que I'on pourra éventuel-
lement approfondir en utilisant les tests du paragraphe 7.6.

11.2.3 Controdle de fabrication et tolérances

Jusqu’a présent, nous n'avons envisagé le contrdle de fabrication
que comme un moyen de s’assurer de la constance de la fabrication,
et du bon réglage des machines.

Supposons maintenant que le caractére de la fabrication mis en
contrble soit soumis a des tolérances. Soit T la tolérance supé-
rieure, et T; la tolérance inférieure. Trois cas peuvent alors se
présenter :

* Ts—T;est trés largement supérieur a 6 (o étant I'écart-type
estimé de la fabrication) (8 11.2.3.1) ;

+ Ts—T;estde l'ordre de 65 (8 11.2.3.2) ;

* Tg—T;estinférieur a 65 (8 11.2.3.3).

11.2.3.1 Cas d’un intervalle de tolérance supérieur a 6 ¢

Dans tous les cas, le réglage idéal de la moyenne sera fait sur la
demi-somme des tolérances. On concoit aisément que si I'intervalle
de tolérance est largement supérieur a 6, on pourra admettre un
léger déréglage de la moyenne, sans, pour cela, modifier beaucoup
le pourcentage de piéces hors-tolérances.

Ainsi, sur la figure 12, on a tracé la courbe de la densité de pro-
babilité dans le cas d'un réglage idéal de la fabrication, et, en poin-
tillés, celle correspondant a un léger déréglage de la moyenne.

' Aihge @
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Yol .
§ foo s
x x »

®
"'g LAE___x____-_'__x____x__x_._x_ o
CE [ @-ﬁﬁnfmﬂs acery

ct

0 1 2 3 4 5 6 7 & $ f i1 12
Numero de ['echantillon

L. limite de contrble inférieure.

L., limite de contrile supérieure.

L,; limite de surveillance inférieure,
L,, limite de surveillance supérieure.

Figure 11 - Carte de contrdle
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Figure 12 - Densité de probabilité : influence d'un déréglage
de la moyenne

Dans ces conditions, on peut prendre deux décisions :

— ou changer d'unité de fabrication ; celle qui est utilisée étant
trop précise, il peut en effet étre plus économique d’utiliser une
machine moins précise ;

— ou alléger le contréle en prenant des limites de contrble
basées sur les tolérances, et qui admettront dans certaines limites
un déréglage de la machine.

Etudions donc maintenant la détermination des limites de contrdle
allégées : raisonnons, par exemple, sur la limite de contrdle supé-
rieure, et plagons-nous dans le cas d'un réglage représenté par la
courbe en pointillés de la figure 12.

On ne voudra pas admettre une proportion de piéces hors-
tolérances supérieure a 0,001 ; il est nécessaire, par conséquent, que
la distance (Tg— m) soit supérieure a 3,09 G.

Dans ces conditions, au lieu de déterminer les limites de contrdle
et de surveillance autour de la moyenne de la fabrication, on les
calculera, pour les limites supérieures autour de T - 3,09 o, et pour
les limites inférieures autour de T;+ 3,09 G.

Par conséquent, la limite de contrdle supérieure sera:

Les = Ts=Abo01 ©

cs

T,-3,090+3,09 -

Jn
- Ts—3,096(1—#)

et la limite de contréle inférieure :

_ ,
L= Ti+Ab001 0

1
=T.+3090(1-—
' ( ﬁ)

Les limites de surveillance sont calculées avec les expressions :

Ls=T,-A 0,025 O

S
Ts—<3,09— 1'96)0
Ly = T+ Aposs ©

S
1,96
T.+|309-——|o
' ( ﬁ)

Les coefficients A ont été également tabulés. Les limites de
contrble et de surveillance ainsi déterminées sont aussi appelées
limites modifiées. En ce qui concerne |'écart-type, il sera contrélé
comme indiqué dans le paragraphe 11.2.2.2.
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La partie hachurée correspond au pourcentage Important de déchets.

Figure 13 - Densité de probabilité : influence d’un déréglage
de la moyenne dans le cas d’un intervalle de tolérance < 60

11.2.3.2 Cas d'un intervalle de tolérance de I'ordre de 6 ¢

Dans ce cas, on peut dire que la machine est adaptée au travail
qu’elle réalise. On procede a la mise sous contrdle, comme indiqué
au paragraphe 11.2.2.2.

11.2.3.3 Cas d'un intervalle de tolérance inférieur a 6 ¢

On peut dire alors que la machine n’est pas adaptée au travail
qu’elle effectue. Le moindre déréglage de la machine peut avoir
des conséquences graves sur la qualité de la production, comme
le montre la figure 13.

Il est nécessaire alors soit de changer de machine, soit de ren-
forcer le contréle pour en accroitre I'efficacité afin de déceler au
plus tot les déréglages.

11.2.4 Controle de fabrication
de variabilité inconnue

11.2.4.1 Cas d'une population normale d'écart-type inconnu

Nous avons vu, jusqu’a présent, qu’avant la mise sous controle
d’une fabrication, on procédait a une étude de la variabilité qui
permettait de déterminer |'écart-type. Toutefois, on peut ne pas avoir
fait cette étude. Dans ce cas, on peut cependant établir des limites
de contréle et de surveillance. En effet, ayant calculé I'écart-type sur r
prélevements (r étant faible), on estime ¢ par la formule (8 2.6
et3.5.2.3):

G——LS
_bn

avec s =

En ce qui concerne la moyenne, on remplace, comme il se doit,
les valeurs u, de la loi normale par les valeurs t, de la loi de
Student-Fisher, et on obtient des limites qui sont :

mz+ko

t

avec k=%
Jn

Pour éviter le calcul de o, on calcule les limites de contréle et de
surveillance avec les formules suivantes :

mzx=Al,S

P

avec w2= B Ty
n
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Les valeurs de A, sont tabulées.

De méme, en ce qui concerne |'écart-type, les limites de controle
et du surveillance sont calculées par les expressions :

,
B, s
avec B, =-*%

Les coefficients A’ et B’ tendent vers les coefficients Aet Bquand n
croit.

11.2.4.2 Cas d’une population de loi de probabilité inconnue

On utilise, faute de mieux, I'inégalité de Bienaymé-Tchebicheff :

Pim-to<xs=m+toc} = 1-(1/t2)

pour t=2,P=0,75etpourt=3, P=0,889
On prendra pour limites de contréle de la moyenne :
c
m+3—
Jn

En ce qui concerne I'écart-type, en se souvenant que |'écart-type
d’'un échantillon suit, a la limite, une loi normale d'écart-type

o/+2n, les limites de contrdle seront :

o
J2n

On prendra comme limite inférieure zéro quand la formule pré-
cédente donne une valeur négative.

c+3

11.2.5 Autres controdles de fabrication

11.2.5.1 Contréle au moyen de I'étendue

Supposons qu’on préléve des échantillons de taille n dans une
population normale, et que I'on calcule sur chaque échantillon
I'écart-type s et I'étendue o (8 1.4.2.1). Le rapport ®/s est une varia-
ble aléatoire de moyenne d,,. Ayant estimé une valeur ' de I'éten-
due comme valeur moyenne des étendues observées sur un
certain nombre de préléevements, on pourra estimer ¢ par la for-
mule o'/d,, et donner directement des limites de contrdle et de
surveillance de la moyenne et de I'écart-type en fonction de o' :
mx+A; o etBj o.

Les coefficients A” et B” sont tabulés.

On pourra également déterminer des limites de contréle modifiées
a partir de I'étendue.

Remarque : il faudra se souvenir cependant que, si I'usage de
I’étendue est extrémement simple, en particulier sur les lieux-
mémes de la fabrication, ou le calcul de I'écart-type est malaisé,
il doit étre réservé a des prélevements de taille faible (n < 10).

11.2.5.2 Controdles divers

Il existe beaucoup d’autres méthodes de contréle que nous ne
développerons pas ici. Mentionnons simplement ceux qui substi-
tuent a la moyenne, le milieu de I'étendue (8 1.4.1.3) ou encore la
médiane (8 1.4.1.2).

11.2.6 Controle de fabrication par calibres

Ce procédé s’applique quand le contréle des éléments fabriqués
se fait par classement en bons ou mauvais, ou encore si, sur chaque
élément, on s’intéresse au nombre des défauts. Dans le premier cas,
si on préleve, dans une population ayant une proportion p
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d’éléments défectueux, un échantillon de taille n, la probabilité
d'observer k défectueux est donnée par la loi binomiale.

On détermine alors des limites de contréle et de surveillance L,
et Lg qui sont définies par les expressions suivantes :

P{k<L, = 0,998
P{k<Lg} = 0,95

ou k représente le nombre de défectueux dans le prélevement.

Si k est supérieur & L, on sera fondé, avec un risque de 'ordre
de 0,002, a supposer que la fabrication s’est détériorée.

Les coefficients L, et L sont tabulés ; ils ont été obtenus a partir :

— soit de la loi binomiale, et, dans ce cas, ils sont applicables a
des échantillons de taille n <50, et de proportion de défectueux p
quelconque ;

— soit de la loi de Poisson, utilisée comme approximation de la
loi binomiale, etils sont applicables a des échantillons de taille n > 50
et de proportion p<0,1.

Compte tenu du caractére discontinu des lois, on ne peut déter-
miner exactement les limites a 0,95 et 0,998. Dans ces conditions,
on prend les valeurs les plus voisines, correspondant a des valeurs
entieres de Lget L.

11.2.7 Efficacité des controdles de fabrication

Signalons qu'il est possible de calculer I'efficacité des contrbles
de fabrication. Il est toutefois hors de propos, dans ce texte, de
développer ces calculs. Disons simplement qu’a taille de préléeve-
ment identique, le controle de fabrication par mesures est beau-
coup plus efficace que le contréle de fabrication par calibres (mais
il est aussi beaucoup plus onéreux).

11.3 Controle de réception

11.3.1 Généralités. Contrdle a prélevement simple
ou multiple

Rappelons que le contréle de réception, ou de fin de fabrication,
consiste a s’assurer que la livraison, ou le lot de fabrications, est
conforme aux spécifications demandées. Il sera par conséquent
nécessaire de connaitre la qualité de la fabrication. Deux procédures
peuvent étre appliquées :

— chaque piéce fabriquée est controlée ; les pieces mauvaises
sont écartées (contrdle a 100 %) ;

— on préléve un échantillon ; on estime la qualité de la fabrication
par le pourcentage de pieces hors-tolérances ; on admet la livraison
pour un pourcentage inférieur ou égal a un certain seuil ; on refuse
si le pourcentage est supérieur a ce seuil.

Toutefois, cette derniére procédure peut étre affinée de la fagon
suivante :

— on effectue un prélévement de taille ny; on observe un pour-
centage d; de défectueux : on accepte le lot si dj < a1, on refuse le
lot si d1 >r;

— si aq < dq < rq, on effectue un second prélevement de taille n, ;
on calcule le pourcentage d, de défectueux sur I'ensemble des deux
prélévements : on accepte le lot si d, < a,, et on refuse le lot si
dy,>ay.

Ce controle est appelé contréle a prélévement double.

L'opération peut cependant ne pas étre interrompue aprées le
deuxiéme prélévement, et se poursuivre jusqu’a acceptation ou refus
du lot ; on appelle cette procédure plan de contréle a prélevement
multiple ou séquentiel. On aura ainsi des seuils successifs a4, ay, ...,
a;, ... d'acceptation, et des seuils successifs rqy, ry, ..., rj, ... de refus,
avec: aj< aj, 1 et r;>r;, 1, en effet, plus la taille du prélevement
total croit, plus on peut élargir le seuil de réception, et resserrer le
seuil de refus.
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L'avantage des plans de contréle a prélévement multiple sur les
plans de contrdle a préléevement simple est essentiellement écono-
mique. En effet, a efficacité égale, sur un grand nombre de récep-
tions, on contrdlera beaucoup moins d’éléments dans le premier cas
que dans le second. Par contre, la charge du service contréle ne peut
pas étre prévue a l'avance.

11.3.2 Contrdole par mesures
et contrdle par calibres

On distingue, dans le contréle de réception, le contréle par
mesures, et le contrdle par calibres.

Dans le premier cas, la qualité de la livraison est en général chiffrée
par I’écart de la moyenne a la tolérance T, mesuré en écart-type (on
est a méme, grace aux tables de loi normale réduite, d’estimer le
pourcentage de produits hors-tolérance). Ainsi, la qualité Q pourra
étre estimée par:

x-T

s

Q=

X et s étant les valeurs de la moyenne et de |'écart-type, estimées
sur |'échantillon.

La formule sera plus complexe si le caractére contrélé est soumis
a des tolérances supérieures et inférieures ; il sera nécessaire de
revenir au pourcentage de défectueux.

Dans le cas ou les fabrications sont bien connues, si la variance o2

est parfaitement déterminée et est constante d'un lot a l'autre, on
pourra utiliser pour estimer Q la formule :

x-T
c

Q=

Dans ces conditions, en utilisant I'écart-type vrai ¢ de la fabrication,
on pourra, a efficacité égale, réduire la taille du prélévement. Ce cas
se présente assez souvent, car, si la moyenne d’une fabrication
dépend du réglage de la machine, la dispersion dépend des pos-
sibilités de la machine et de son état d’usure. Une machine bien
entretenue pourra effectuer des fabrications de variance constante
pendant un certain laps de temps. Dans le cas du contrble par
calibres, la qualité est estimée par le pourcentage de défectueux.

Signalons qu’a taille de prélevement égale, un controle par
mesures est beaucoup plus efficace qu’un contrdle par calibres.

11.3.3 Bases des plans de contrédle

Nous avons, jusqu’a présent, basé le plan de contrdle sur un seuil
de qualité qu’on ne voulait pas voir dépassé. Nous allons développer
cette premiére notion (8 11.3.3.1), puis montrer que, dans d’autres
buts, on peut construire les plans de controle sur des bases diffé-
rentes (8 11.3.3.2, 11.3.3.3, 11.3.3.4 et 11.3.3.5).

11.3.3.1 Niveau de Qualité Acceptable (NQA)

Le Niveau de Qualité Acceptable, noté NQA, représente le seuil
de qualité que I'on ne veut pas voir dépassé. Une fabrication de qua-
lité égale au NQA a une probabilité élevée d'étre acceptée. Cette pro-
babilité est, en général, notée 1- 0. La probabilité pour qu'une
fabrication de qualité égale au NQA soit refusée est égale a o. On
I'appelle risque du fournisseur.

Signalons que, dans la littérature, on rencontre souvent la nota-
tion AQL a la place de NQA ; cette notation vient de I'expression
anglaise Acceptable Quality Level.

11.3.3.2 Pourcentage toléré de pieces défectueuses

Dans certains cas, le client pourra accepter de recevoir, de par les
risques du contrble par prélevement, des lots qu’il n'accepterait pas
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si le controéle était effectué a 100 %. Toutefois, il ne veut pas que la
qualité de ces lots soit trop mauvaise. On peut ainsi baser un plan
de controle sur la qualité limite des fabrications qui peuvent étre
regues, avec une probabilité faible d'ailleurs. Cette qualité limite est
notée LTPD (de I'anglais : Lot Tolerance Percent Defective). La pro-
babilité d’accepter une fabrication de qualité égale au LTPD est appe-
lée risque du client ; elle est notée P.

11.3.3.3 Point d’indifférence, point de contrdle

On pourra, dans certains cas, vouloir établir un compromis entre
les risques du fournisseur et les risques du client, et, dans ce cas,
baser le plan de contrdle sur le niveau de qualité des lots qui ont
une probabilité de 0,5 d'étre regus, niveau de qualité appelé point
d’indifférence ou point de contréle.

11.3.3.4 Limite de qualité moyenne

Supposons que l'on recoive en moyenne des lots de qualité p
(pourcentage de défectueux) avec une probabilité P. Les lots refu-
sés sont triés par un contréle a 100 % et les éléments restants sont
livrés au client. Dans ce cas, pour un grand nombre de lots, la pro-
portion de piéces défectueuses sera :

Q=pP

Connaissant la courbe d’efficacité (8 11.1.6), on pourra tracer la
courbe de Q en fonction de p ; cette courbe présente un maximum
pour une valeur de Q, appelée limite de qualité moyenne (en anglais
AOQL : Average Outgoing Quality Limit).

On pourra, réciproquement, en partant d'une valeur de la limite
de qualité moyenne, batir un plan de contréle, étant entendu que
tout lot refusé sera contrdlé a 100 %. Le client aura ainsi la garantie
de ne pas utiliser, sur un grand nombre de lots, une proportion
supérieure a ’AOQL de piéces mauvaises.

11.3.3.5 Divers

On peut encore construire des plans de contréle sur d’autres
bases, en particulier en introduisant le co(it du controdle.

11.3.4 Tables d’échantillonnages

Ayant choisi le genre de contrdle (par exemple, valeurs du NQA
et du risque du fournisseur, contréle par simple prélevement), on
peut, avec le calcul des probabilités, déterminer les conditions
d’échantillonnage. Ce calcul est cependant inutile, car de nom-
breuses tables d’échantillonnages ont été établies, qui permettent
de résoudre presque tous les problémes.

11.3.4.1 Tables de Dodge et Romig

Les tables de Dodge et Romig proposent des plans de contrble
par calibres, basés sur le LTPD ou I’AOQL avec prélévement simple
ou double.

11.3.4.2 Tables de I'Université de Columbia
et tables du Military Standard 105 D

Ces tables fournissent des plans de controle par calibres, avec
prélevement simple, double ou multiple, basés sur le NQA.

11.3.4.3 Tables de Bowker et Good
et tables du Military Standard 414

Les tables de Bowker et Good donnent des plans de contrdle par
mesures, basés sur le NQA, avec prélevement simple ou double,
dans les cas d’écart-type de la population, connu ou inconnu, et
avec une ou deux tolérances (supérieure et inférieure).

Les tables du Military Standard 414 offrent les mémes avantages,
mais avec des plans de prélevement simples. En outre, ils présentent

A 166 -41



STATISTIQUES

des contrdles basés sur I'étendue. Nous allons développer dans le
paragraphe 11.3.5 quelques considérations sur ces tables (tables
MIL-STD 414).

11.3.5 Utilisation des tables
du Military Standard 414

Les tables du Military Standard 414 se composent de trois grandes
parties :
— fabrication de variance inconnue : controle basé sur I'écart-

type ;
— fabrication de variance inconnue : controle basé sur I'étendue ;
— fabrication de variance connue : contrdle basé sur I'étendue.

11.3.5.1 Critéres d’acceptation

Dans le cas d’une tolérance unique supérieure, le critére d’accep-
tation se présente sous la forme :

T-X
s

=

avec T tolérance,
X moyenne de I'échantillon,
s estimation de |'écart-type,
u>0.

La fabrication étant de variabilité normale, on peut également
prendre comme critére :

P=< pg
p étant I'estimation du pourcentage de défectueux, obtenu a partir
T-Xx
s
Des tables permettent de passer d'un critere a l'autre.

Dans le cas d'un caractere soumis a une tolérance supérieure et
a une tolérance inférieure, les valeurs :

de

T,-X% X-T,
et
S S

permettent d’obtenir les pourcentages p; et p; de pieces de la fabri-
cation de cotes supérieures a T, et inférieures a T;. Le critére
d’acceptation sera:

Ps+ Pi< Po

11.3.5.2 Niveau de qualité acceptable (AQL)

Les tables du MIL-STD 414 donnent des plans d'échantillonnage
pour les valeurs du NQA suivantes en pourcentage :

0,04 - 0,065 - 0,1 - 0,15 - 0,25
04 - 065 - 1.0 - 156 - 25
4 - 65 - 10,0 - 15,0
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Dans le cas d’un contrdle a deux tolérances, il faudra préciser le
NQA pour le pourcentage total de défectueux hors-tolérances, ou
les valeurs du NQA pour chaque limite supérieure et inférieure.

11.3.5.3 Taille de I’échantillon

La taille de I'échantillon dépend d'une part de la taille du lot, et
d’autre part de la sévérité du controle, c’est-a-dire, a méme NQA,
de I'efficacité plus ou moins grande du plan de contréle. Les tables
du MIL-STD 414 comportent 5 degrés de contrble. Le degré IV de
controle est le degré utilisé en contr6le normal. Un tableau a double
entrée, portant en ligne la taille du lot et en colonne les degrés de
contrOle, permet d'obtenir la taille de I'échantillon sous forme d’une
lettre-code ; la taille du prélevement sera complétement déterminée
grace a d'autres tableaux et selon le NQA retenu.

11.3.5.4 Valeurs du critére d'acceptation

Outre la taille des préléevements, les tableaux mentionnés dans le
paragraphe 11.3.5.3 donnent la valeur des critéres d'acceptation.

11.3.5.5 Courbes d’efficacité

En fonction de la valeur du NQA retenue et de la lettre-code de
I"échantillon, I'utilisateur trouve, dans les tables du Military
Standard 414, les courbes d’efficacité des plans de prélevement. Les
prélevements a effectuer selon les processus (controles a variance
connue ou inconnue, ou encore basés sur I'étendue) ont été
déterminés de telle sorte que les courbes d’efficacité coincident
approximativement.

11.3.5.6 Contrdle normal, renforcé ou réduit

Les tables du Military Standard 414 prévoient les procédures de
passage du contréle normal a un controle renforcé ou réduit.

Ces notions reposent plus sur la confiance qu’on peut accorder
au fournisseur que sur des considérations statistiques. En effet, les
résultats du contréle permettent d’obtenir une estimation de la qua-
lité des lots présentés. Si un grand nombre de lots consécutifs ont
un pourcentage de défectueux inférieur au NQA, on pourra alléger
le contréle pratiqué, et passer en procédure de contrdle réduit. Ceci
se fera dans les conditions suivantes :

— un certain nombre de lots a déterminer ont été consécuti-
vement regus en contréle normal ;

— le pourcentage de défectueux de ces lots est inférieur a un
seuil donné, fonction du NQA retenu ;

— la production fonctionne en régime permanent.

Onrevient au contréle normal dés qu’une des conditions suivantes
est remplie :

— un lot est refusé ;

— le pourcentage de défectueux estimé d'un lot devient supé-
rieur au NQA ;

— la production ne fonctionne plus en régime permanent.

On passe en contréle renforcée lorsque I'estimation du pourcen-
tage de défectueux devient supérieur au NQA sur un nombre de
lots donné par une table.
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