
  
  
1-1 /�����: 
� �

� ��د�� آ� �������� ���� N أو X �� R  
! x⊃⊃⊃⊃N   

U : N →→→→ R        

n →→→→ U (n)   
   أ�#"�

1- ��
  ا���د ا�()
)� n ا��ا�� ا��� ���� &%� ��د $�
2

²1 nn ++
   Nه� �����
� ��د�� ����� ��  

2- ��
  ا���د ا�()
)� n ا��ا�� ا��� ���� &%� ��د $�
2

²

+

+

n

nn

� ��د�� ����� �� ه�  �����N-{{{{2}}}} 

3- ��
   N ه� �����
� ��د�� ����� �� R-{{{{-3}}}} ا���د ا�()
)� n ا��ا�� ا��� ���� &%� ��د $�
  
   :ا/�.!�ت -1-2
1 / ��

 Un ه� U &3ا��4 �����
� ��د�� n/3رة ا���د ا���� 5�& U(n).  
7 �"�����
� ا���د�� / 2���U&  7����)Un(  
� 5�& Un   

� ا:��اد/ 3(
  ) Un(���; !�ود ا������
� ا���د��   Un..... ,U1,U0 ا�()
4 / �(
  .(Un) ���; ا�(� ا���م �"�����
� ا���د�� Unا���د ا�()
  
1-3- �
����� ���)�: 

  .!�وده� ا�43
"� ا��� ��%@@� �
 !��ب أي !� �
 أو��(�د �����
� &����� !�وده� 
 �A3� آ� ��ةB� �
   :�@�D$�ق ��(��� �����
  
  .ا������
� ا������ &(�ه� ا���م -1


� ��د�� ����� آ�� �"� (Un)/1: ا�#"� �����  :  
∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Un = 5n - 3        

U0 = 5(0) – 3 = -3        

U1 = 2        

U2 =7        

U3 = 12        

  
2) /Vn ( ����� د���� �
����� : 
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2-�
�Aا�� �E.�& ��ا���� �
  ). !�ود  I(�4������D إ�;�(�G أي !� �
 !�وده� &���3Aع  (  ا������


� ��د�� !
  (,Un)   :�#�ل �����  :U0 =1 



      ∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Un+1 = 2Un+3                                   

U1 = 2U0 +3 =2(1) +3 =5                   

U2 = 2U1 +3 = 2(5) +3 =13                

U3 = 2U2 +3 = 2(13) +3 = 29             

 

1-4- �

�ات �����K� د����:   
1/(Un) � �
   :آ�ن إذا و �)M إذا ��7ا��ة ����� ����

∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Un+1 – Un >>>> 0 

2) /Un( 7ا��ة�� �
   :آ�ن إذا و �)M إذا �����
∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Un+1 – Un ≥≥≥≥ 0 

  : �#�ل 
 
%��)Vn(  �"� آ�� �����د�� �� �
����� : 1+n ∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Vn =  

Vn+1 = 1)1( ++n = 2+n  

 Vn+1 -Vn:  ا��)�ار إ�Pرة��رس 

                         Vn+1  - Vn = 2+n  - 1+n  

        = ( 2+n  + 1+n )( 2+n  - 1+n ) 2( +n  + 1+n ) 

                                         = 1 2( +n  + )1+n  

                                              ∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Vn+1 – Vn >>>> 0 

 Q@�و:  
Vn) (7ا��ة م�� �����.  
  
3 / (Vn)ع .م . �RE�@��إذا M(�آ�ن إذا و:   

∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Vn+1 – Vn <<<<  0 

 

4 /(Vn)ع. م. ����� �RE�@�� إذا M(�آ�نإذا و  : 

∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Vn+1 – Vn ≤≤≤≤  0 

  

 : �#�ل%)��Vnآ���"�.ح.م( ����� : 

∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Vn =  
1²

1

+n
 

��رس إ�Pرة ا��)�ار:  

Vn+1 – Vn = 
1)²1(

1

++n
 - 

1²

1

+n
 = 

22²

1

++ nn
 - 

1²

1

+n
 

                                 = 
)22²)(1²(

12

+++

+

nnn

n
    

 Q@�و 
∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Vn+1 – Vn <<<<  0 إذن �
  م ��@���� �RE��(Vn) ا������

  
5 /(Vn)ع.م . ��&�Uذاإ M(�آ�نإذا و  : 

∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Vn+1 – Vn =  0  



  

  :�#�ل%)��Vnآ�� �"� .  م( �����ح  

 5  = ∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Vn  
 : ا������
� �U&�� 5ن

 ∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Vn+1 – Vn = 5 – 5 = 0 

6 /(Vn) م دور�� ⇔⇔⇔⇔ ∃∃∃∃ e∈∈∈∈N
*
 :Vn+1 = Vn  ��

 ا�A آ� ��د $�� n 

  
!e د�� �K/ا ،��
�$ �
   ���; دور ا������
  
  

    ::::1�#�ل
1- (Vn)آ���"�. م ��ح ا���� : 

∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Vn= cos( n
4

π
) 

  .  دور��  (Vn) ��ن2ππππ دا�� دور�� ودوره� cos&�� أن 
  :::: eإ��Yد ا��ور

Vn+e = Vn ⇒⇒⇒⇒ cos ( en
44

ππ
+ ) = cos n

4

π
 

⇒⇒⇒⇒ e
4

π
 = 2ππππ ⇒⇒⇒⇒ e = 8  

  e = 8دور�� ودوره� .  م(Vn)إذن
  

  

  :::: 2�#�ل %)��Vnآ�� �"� . م( �����ح ::::  

∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Vn+1 = 5 – Vn 

(Vn) دور�� ⇔⇔⇔⇔ ∃∃∃∃ e∈∈∈∈N , ∀∀∀∀n∈∈∈∈N :  Vn+e = Vn    
Vn+e = 5 – Vn+e = 5 – ( 5 – Vn+e – 2 ) = Vn+e – 2  

Vn+e =Vn                                                        

Vn+e = Vn+e – 2 ⇒⇒⇒⇒ Vn+e -2 = Vn 

Q@�و :  e -2 = 0 ⇒⇒⇒⇒ e = 2  Q@�و Vn) ( م دور�� ودوره�e = 2  

 

 : ا������
�ت ا��(�ودة) 1-5

) �
(
 :  آ�نإذا و�)M إذا �(�ودة (Vn) ا������
� ا�()

 ∃∃∃∃ a∈∈∈∈R
*
 , ∀∀∀∀n∈∈∈∈N :Vn≤≤≤≤ a  

  

� ا������ آ�� �"� ::::�#�ل(

 ا������
� ا�()%�� ::::  

∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Vn = sin (n²+1) 

∀∀∀∀n∈∈∈∈N : sin (n²+1) ≤≤≤≤ 1  

∀∀∀∀x∈∈∈∈R : -1 ≤≤≤≤ sin x ≤≤≤≤ 1  :::: 5ن 

∀∀∀∀ n∈∈∈∈ N : Vn ≤≤≤≤ 1  

Q@�و::::  (Vn) (�ودة�م    
  
  ::::ا������
� ا��(�ودة �
 ا:�";) 1-5-1



�
(
 :  �(�ودة �
 ا:�"; إذا و�)M إذا آ�ن) (Vnا������
� ا�()

a ∃∃∃∃ a∈∈∈∈ R , ∀∀∀∀n∈∈∈∈ N : Vn ≤≤≤≤  
 : �#�ل

Vn = n

n

2

12 +
 = 1 + n

2

1
 

 :::: إذن

∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Vn ≤≤≤≤ 
2

3
    ( 

2

1
 ≥≥≥≥  n

2

1
:5ن  (  

�
  �(�ودة �
 ا:�";    ( Vn)و�@Q ا������
 

1-5-2 (�Z4:ا 
 : ا������
� ا��(�ودة �

�
(
 :  إذا آ�نإذا و�)M ا:�Z4 �(�ودة �
 ) (Vnا������
� ا�()

b ∃∃∃∃ b∈∈∈∈ R , ∀∀∀∀n∈∈∈∈ N : Vn  ≥≥≥≥  
 : �#�ل

Vn = 2cos (n+1)  

�@���:  ∀∀∀∀n∈∈∈∈N : -1  ≤≤≤≤  cos (n+1)  ≤≤≤≤  1 

 n∈∈∈∈N : -2  ≤≤≤≤ 2 cos (n+1)  ≤≤≤≤  2∀∀∀∀ : إذن


  )-2 ( &ا:�Z4  �(�ودة �
 ) (Vn �و�@Q ا������
  
  :ا�������ةا������
� ا���)�ر&� و ) 1-6
�I"�E (Un)���D ا������
� إذا l ول[� ���@� ∞∞∞∞+ ←←←← n   �&ر�(�� �D��)3ل أ   

(Un)
    = ℓ      lim Un          : إذا و�)M إذا آ�نl ��)�ر&� �
                                                            n→→→→∞∞∞∞ 

 �]!.�: I�
� ��)�ر&� �)3ل أ��D ������ة (Un)إذا آ�^    
 :أ�#"�

1 /(Un) ع .  م . �� �����N : ∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Un = 2n+3   
lim 2n+3 = +∞∞∞∞  
n→→→→+∞∞∞∞               

    ������ة(Un)إذن
  
2 /(Un)آ���"� . ع. م �����:  

∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Un = 
1

32

+

−

n

n
 

lim Un = lim 
1

32

+

−

n

n
= lim 

n

n2
 = 2 = l  

n→→→→+∞∞∞∞    n→→→→+∞∞∞∞        n→→→→+∞∞∞∞                 
 Q@�و(Un)�&ر�(��  

  
3/(Vn)آ�� �"� .ع. م �����:  

∀∀∀∀n∈∈∈∈N
*:::: Vn = 3 + 

n

5
   



lim Vn = lim 3 + 
n

5
  = 3 = l  

n→→→→+∞∞∞∞    n→→→→+∞∞∞∞                      
Q@�و (Vn)(�� �&ر� 

 

 �
���:
%�� ) Vn (آ���"� . ح .م �����:  

∀∀∀∀n∈∈∈∈N
*:::: Vn = 

)12)(12(

2

+− nn
 


 أن) 1
&(Vn)ر&� .  م�(�� 

 

    

  :اآ�G �"; ا�_%� ) 2

Vn = 
1212 +

+
− nn

βα
  

3 (
%��)(Unآ���"� .  م �����:  

∀∀∀∀n∈∈∈∈N
*:::: Un= ∑

=

=

ne

e 1
Vn   

- Mأ��
  ) Un(  ا�(� ا���م �"�����

 ان  -
&)Un ( �&ر�(��.  
  :ا�(�

1 / 0= 
)12)(12(

2

+− nn
lim Vn = lim  

n→→→→+∞∞∞∞     n→→→→+∞∞∞∞                             
��D (Vn)&�� أن `� �
D�@� ���D� �D��&ر�(��   

2 / ���
E 


��α و β :  

Vn = 
1212 +

+
− nn

βα
= 

)12)(12(

)12()12(

+−

−++

nn

nn βα
 = 

)12)(12(

)22(

+−

−++

nn

n βαβα
 

 �Y� �(&�����&:  

                           2α+2β= 0                     α =- β                      α = 1 

α – β  = 2           ⇒      α =β + 2      ⇒       β = - 1 

   
 

 Q@� و:  

Vn = 
12

1

12

1

+
−

− nn
 

 

∀∀∀∀n∈∈∈∈N* : Un =∑
=

n

e 1
Vn     3 /-  

 :أي 



Un = V1 + V2+………..+Vn = (1 -
3

1
 ) + )

5

1

3

1
( −  + ……+ 

(
12

1
1)

12

1

12

1
()

12

1

32

1

+
−=

+
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−
+

−
−

− nnnnn
  

   : إذن

                                                         ∀∀∀∀n∈∈∈∈N* : Un = 1 - 
12

1

+n
………..(∗∗∗∗)  

 �E.ا�� �)/ ;"� 
���ه(∗∗∗∗) cAا����&  :  
 
%��P(n) �
/�dا� eBه   

 �)/ 
� �()��(∗∗∗∗)  �Aا 
� n=1          : 
3

1
  U1 = V1 = 1- 

 
 :ا���ف ا��5
3

1
 U1 = 1 –  

 : ا:���ا���ف 
3

1
1

211

1
−=

×+
1- 

 


�  إذن ا:���ا���ف ا��5
 ���وي ا���ف /�dا�  (*) �Aا 
� �)
)/n=1  

 ا�A  (*) أن��Zض � �)
)/n �Aا 
� �D�)/ 
 (n+1) و ���ه

                                                                Un+1 = 1 - 
1)1(2

1

++n
: أي   

                                                                Un+1 = ∑
=

n

e 1

Vn = Un+Vn+1 

                                                                 = Un+
32

1

12

1

+
−

+ nn
 

                                                                 =1 - 
32

1

12

1

+
−

+ nn
 )   cAض ا���ا�� G�!(  

                                                                  =1-
1)1(2

1
1

32

1

++
−=

+ nn
 

 �
/�dا� Q@� و (*)  �Aا 
� �)
)/(n+1) 

                                                                              ∀∀∀∀n∈∈∈∈N* : Un = 1- 
12

1

+n
  : إذن 

  
  :           ��)�ر&�  )Un (أن إ��Uت -/ 3

                                                       limUn = lim(1-
12

1

+n
) = 1(lim

12

1

+n
  (5ن    0= 

 n →→→→+∞∞∞∞   n→→→→+∞∞∞∞ n→→→→+∞∞∞∞ 


� Un) (أن&�� D�@� ���D� �D� �D�  .)�ر&�  ���`
�]!.�  : 

 

  .آ� �����
� ������ة �
�I ��)�ر&�  -
-  ���]�1 :  
 . ��)�ر&�ا:�";آ� �����
� ��7ا��ة و �(�ودة �

-  ���]�2 :  
 . ��)�ر&�ا:�Z4آ� �����
� ��@��RE و �(�ودة �

1- 7-�
����� ���D�  : (Un) &(�ه� ا���م �����د�� �� �
�����Un ،n ∈∈∈∈N 



 �
����D ا������ )(Un���  ∞∞∞∞+←←←←n  ���D�    Un ��� ∞∞∞∞+←←←←n ه� 

��ن ��د���ن (Vn) و (Un) : ا�@[���ت �"; ا�@���Dت����� .  

l و''''lاول�A �%P ;"� ا�����ة �

�ن، �)�� &�ون &�ه�ن ا�@[���ت ا����(
ا�[� �� .��)دان !(
  ) .ا�%��ب ا���ر�4

  

  
  

1- �����  :�
����� ����  : �()� ���"� ) Un( آ� �����
� ��د�� r ا:�4س !��&
� ذات 
∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Un+1 = Un+rrrr    


� ........... ،19، 13، 7، 1/  1: �#�ل &��! �
  r = 6 أ�D4�4ه� �����
2 / 
%��)Un ( ه��! �
&��! �
  r =  2 أ�D4�4 و V1 = 5 ا:ول�����
9 =2+7 = r + V2  =V3 ، 7 = 2+5 = V2  ،5 = V1   
   .15 ، 13 ، 11 ، 9 ، 7، 5: �ود هeB ا������
� ه�  !إذن
  
2- �
&��! �

� !�ه� ) Un :(ا�(� ا���م ������&��! �
  r أ�D4�4 و U0 ا:ول�����

  U1 = U0 + r                 r                 r                 r                     

U2 = U1 + rrrr = U0 + 2rrrr    

   n = 0:   ا�_�ط ا5&��ا�n :  &����اcA ا��Umت -
U0 = U0 + 0 ×××× rrrr = U0                           

�()� �nا�_�ط ا5&��ا Q@� و .  
 �n�D@ا�_�ط ا� :∀∀∀∀n∈∈∈∈N : P(n) ⇒⇒⇒⇒ P(n+1) 

P(n) : Un = U0 + n rrrr 

P(n+1) : Un+1 = U0 + (n+1))))    

PPPP((((nnnn))))  �)
)/                             ⇔⇔⇔⇔  = = = = U0 + n r r r r  Un        

       Un +rrrr = Un + n rrrr + r r r r ⇔⇔⇔⇔ 

                       Un+1  =  =  =  = U0 + ( + ( + ( + (nnnn++++1111) ) ) ) r r r r ⇔⇔⇔⇔ 

 Q@� و : PPPP((((nnnn++++1111)))) Q@� و �)
)/  : Un  = U0 + n rrrr         :  ∀∀∀∀nnnn∈∈∈∈N     


� ا�(��&
� ه3 ا:ول آ�ن ا�(� إذا: �.![� �����"�  :U1 ن��  :  
Un =U1 + (n-1) rrrr 

 �

 !�ود ا������
� ا�(��&
& �E.ا�� :Un = Ue + (n-e) rrrr    

    

3- �Dا��
K�  :   )Un (7ا��ة��0 : >>>>r  

   )Un (�RE�@��: 0 <<<<r ⇒⇒⇒⇒              r  = Un  - Un+1 

)                    Un (��&�U: 0 = r  
 

4- ��E���� ود�! �U.U �
/�q :   
z, y , x �
&��! �
����� 
� ��E���� ث !�ود.U  �D4�4أ r .     

  



                                                    y= x+rrrr                                                        r = y-x                                                                                    rrrr = y – x 

                                                  z=y+rrrr    ⇔⇔⇔⇔              z=y+y-x       ⇔⇔⇔⇔       y = 
2

zx +
      

 ;��� y �&��)ا� M43��& .  

  ��D�3�Y ���وي أ��اداو�U.U �A  : 1�#�ل )& �
&��! �
����� 
� �)
���D  و �3�Yع ��&�24 /(

   .���200وي 

� z, y , x: ا�(� &��! �
����� 
   r أ�U.U �D4�4 !�ود ����&�� �

x = y – rrrr                                                                                           

z = y + rrrr                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                         

  

x +y+z = 24          ⇔⇔⇔⇔   (y-rrrr) + (y)+(y+rrrr)=24                                   

 x
2
 + y

2
 + z

2
 = 20             (y-rrrr) 

2
+ y

2
 +(y+rrrr)

2
= 200                           

                           

                         y =8                       y = 8      y = 8 
   

 3y
2
 + 2rrrr

2
 = 200            2rrrr

2
 = 8                             rrrr = 2 

 

 

      : : : :1ا�(��� 

 =  =  =  = ----2                                r         

Y = 8 ⇒⇒⇒⇒   x = 10 , z = 6 

 = (10,8,6)           )x,y,z( 

  
  : 2ا�(��� 

 =  =  =  = 2                                                                r                 

Y = 8 , x = 6 , z = 10                                     

  (x,y,z) = (6,8,10) 
 


� أ��اداو�U.U �A  : 2�#�ل (
(! x,y,z �"� �� �()� �
&��! �
����� 
� ��&����   :  
             X+y+z = 15  

                                                                                               
10

711
++

yx
 

  :                        ه��s�  z,y,x 3اد�(��&� ا�M43 ا :     ا�(�

                                                                                                               Y= 
2

zx +
 

X + y +z = 15  ………(1)  

                                               
10

711
=+

yx
………….(2) 

 2y = x + z ………..(3 ) 
 

��3ض  ��
E)x+z ( ا����د�� ��)1 ( �Y� :  
Y = 5  Q@� 3:  وy = 15 



 ��
E 3ض��y ا����د�� ��2(  ( �Y� :  

   
10

7

5

11
=+

x
        Q@� و     

2

1

5

1

10

71
=−=

x
 

 Q@� و :x = 2  
 

 t�3��& ���
E x و y ا����د�� ��1(  ( �Y� : z = 8  

   8، 5، 2:  ا���"3&� ه� ا:��اد إذن

�ا:ول !�ا n�3�Yع  -5&��! �

 !�ود ������   :  

 
%��  (Un) �)ذات ا� �
&��! �
  r ا:�4سو  U0 ا:ول�����

  G�)@� Sn ا��3�Yع!  :Sn = U0 +U1 +U2 +…………+Un-1 

 �@��� :1 /Sn = U0+U1+U2+……….+Un-2+Un-1       

2 /Sn= Un-1+Un-2+………..+ U1 +U0          
 

c�Y��& �Y�  :  
2Sn = U0+Un-1 +U1+Un-2+…….+Un-1+ U0 

   : إذن
2Sn= n[[[[U0+Un-1]]]]  

Sn = 
2

n
[[[[U0++++Un-1]]]] =  �)ا�(�  +ا:ولا��
q:ا[     ]]]]     ��د ا�(�ود/2222

Sn = 
2

n
[[[[2U0+(n-1)r]]]] :و �@Q ��ن    


� ح ه3 ا:ول آ�ن ا�(� إذا  :.![�������� U1 ن��  :  

Sn = 
2

n
[[[[U1+Un] = ] = ] = ] = 

2

n
[2[2[2[2U1+(n-1)r]r]r]r] 

 : ��3")� 
 ���ر�
 
����� ا������
�  ا���د�� : ����1 N∈∈∈∈n  )nV( �"� آ�� ��ا����  :  

V0 = 1 

∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Vn+1 = 
Vn−4

4
  

  G�!V5 ,V4 ,V3,V2,V1 ا/ 1

���ف ا������
� ا���د�� / 2     n∈∈∈∈N) Un  (�ه� ا���م )& :  

 Un = 
2

1

−Vn
 

-  

 !�ه� (Un) ا������
� أن&�ه

�� G"�� �
&��! �
   .r أ�D4�4 و U0 ا:ول ه� �����
  .Un  ��5�&nاآ�G ا�(� ا���م  -

 ) .Un( !�ا �
 ا������
� nا w�@�4�3�Yع  -

  .Vn ��5�& nاw�@�4 ���رة  -

  :  ا�(�
  : !��ب / 1

V1 = V0+1 = 
3

4

14

4

04

4
=

−
=

−V
 



V2 = V1+1 = 
2

3

4

3
4

4

14

4
=

−

=
−V

 

 

V3 = V2+1 = 
5

8

2

3
4

4

24

4
=

−

=
−V

 

 

V4 = V3+1 = 
3

5

5

8
4

4

34

4
=

−

=
−V

 

 

V5 = V4+1 = 
7

12

3

5
4

4

44

4
=

−

=
−V

 

 

 


� ) Un (أن إ��Uت/ 2����� �
&��! :  
)Un ( �
&��! �
 Un+1 – Un = rrrr:  آ�ن إذا و�)M إذا�����

Un+1 – Un = 
2

1

21

1

−
−

−+ VnVn
= 

2

1

4

284

1

2

1

2
4

4

1

−
−

−

+−
=

−
−

−

Vn

Vn

VnVn

Vn

 

 

 =
2

1

)2(2

4

2

1

42

4

−
−

−

−
=

−
−

−

−

VnVn

Vn

VnVn

Vn
 

 

 = =−=
−

−
=

−

−−

2

1

)2(2

2

)2(2

24

Vn

Vn

Vn

Vn
r 

 


 ا�(�  -  

   : U0 ا:ول��
  

U0 = 1
21

1

20

1
−=

−
=

−V
 

 


 ا�(B ا���م-

��  :   

Un = U0 + n rrrr = (-1)+n(
2

1
)= -1-

2

1
n 

= -1 -
2

2

2

nn −−
=   

 

- 


�� Sn :   
Sn  = U0 + U1 + U2 + ……..+ Un 











−−+− )

2

1
)(1()1(2

2
n

n
 [ ] =−+ rnU

n
)1(02

2
= 









−−=








+−−=

22

3

22

1

2
2

2

nnnn
 

[ ]n
n

−−= 3
4

 

 

   :Vn ا�4@��ج ���رة -
 Q@� و :  

Un = 
2

1

−Vn
   

Un Vn -2Un = 1  

1+2Un = Un Vn 

 Q@� و :  
Un

Un21+
                                         Vn   =    

  

= 
)3(

4

)3(
4

(21

n
n

n
n

−−

−−+
= 

)3(

4

)3(

2
))(3(2(

)3(

4

2

)3(2

)3(
4

2

)3(2

)3(
4

)3(
2

1

nnnn
nn

nn

nn

n
n

nn

n
n

n
n

−−
=

−−
−−+=

−−
×

−−+
=

−−

−−+

=

−−

−−+

+2 = 2 








−−
+

)2(

2
1

nn
 

 

� 
���2:   

%��(Vn)n∈∈∈∈N   , αααα∈∈∈∈ R

*

� ����� ب    �����  :  

V0 = -1  

∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Vn+1 = ααααVn+5 

1-  ��
E 

�αααα �

� ) Vn( !�; �%3ن ا������&��!�D4�4وم أ��� �
^   
2-  �Aا 
�αααα=1 : - ا�(� ا���م G�!ا Vn  ��5�&n.  

  Sn = V0+ V1+….+Vn ا!�G ا��3�Yع -                   
  - ��
E 

� n;�!  3ن%� Sn = 69    

  : ا�(� 





+=+∈∀

−=

51:

10

VnVnNn

V

α
 

 

1-  ��
E 


��αααα 3ن%� ;�! )Vn ( �
&��! �
����� :  
          (Vn) �
&��! �
    Vn+1 –Vn = r  r  r  r:  آ�ن إذا و �)M إذا �����

Vn+1 – Vn = ααααVn +5 – Vn = (αααα-1)Vn+5  



(Vn) Q@� و �
&��! �
�����  :αααα-1 = 0 Q@� و  :αααα = 1  

 �Aا 
�αααα = 1 و (Vn) �@�� �
&��! �
 V0 = -1  ا:ول و !�ه� r 5 = أن �����

   Vn = V0 +n rrrr   = -1+5n    : !��ب ا�(� ا���م-2-1
  :Sn !��ب -2-2 

 Sn = V0+V1+……..+Vn = [ ] [ ]
2

)25)(1(
)5()1(2

2

1
02

2

)1( −+
=+−

+
=ℜ+

+ nn
n

n
nV

n
= 

 

2-3- ��
E 


��n:   
 

 

Sn = 69                           

= 69
2

)25)(1(
=

−+ nn
 

(n+1)(5n-2)= 138 

5n
2
+3n-140 = 0 

∆ = bbbb
2
 -4acacacac = (3)

2
 -4(5)(-140) = 2809 

∆ = 53  

n1 = 
N

a

b
∉

−
=

−−
=

∆−−

10

56

)5(2

533

2  

n2 = N
a

b
∈=

+−
=

∆+−
5

)5(2

533

2
 

 Q@� و :n = 5  

  
 
����3 :   

�

 ا������%��n∈∈∈∈N  (Vn) �"� آ�� ��ا����  :  

{ }







−+=+−∈∀

=

=

VnVnVnNn

V

V

4142:1*

31

10

  

1 / �Aا 
� cy�n ��
 :   ��د $�

Un =
n

Vn

2
  

-  


 ) Un( ا������
� أن&
� �
&��! �
������D4�4أ r ا:ول و !�ه�.   
2 / G�!اUn  ��5�&n
� ��� zU  Vn ��5�& n.   
  .Sn = U0+U1+………+Un ��5�& nا!�G ا��3�Yع / 3

4 / ��

�� ا���د ا���E G�!اn� ;�!  3ن%: 
2

9
 Sn = 

  : ا�(� 

�  )Un (أن إ��Uت -1&��! �
�����  :  

Un+1 – Un = 
n

Vn

n

VnVn

n

Vn

n

Vn

21

144

21

1
−

+

−−
=−

+

+
 

 



= 
1

1

2

)(4
+

−−
n

nVVn
-

n

n

n

n VVnV

2

)(2

2

1−−
=  

 

= 
n

n

nn

nn VVnVV

2

2

22

2 11 −− −=
−

 

 

= 11

1

22
−−

− −=− nnn

n

n

n UU
VV

 

 Q@�و :  

     Q@� و  : rrrr = U1-U0 = 
2

1
1

2

3
=−  

U0 = 1 

 

  Un: !��ب ا�(� ا���م / 2

Un = U0+nrrrr = 1+n )
2

1
( =1+

2

2

2

nn +
=  

 

  : Vnا�4@��ج ���رة 

Un= )2(2)
2

2
(22

2

1
n

n
UV

V n

n

n

nn

n +=
+

×=×=⇒ −  

  :  Snا�4@��ج ���رة / 3
Sn = U0+U1 +……….+Un 

= [ ] 







+

+
=ℜ+

+
)

2

1
(2

2

)1(
2

2

)1(
0 n

n
nU

n
 

 

= 
4

)4)(1(

2

4

2

)1(

2
2

2

)1( ++
=







 ++
=








+

+ nnnnnn
 

 


�� ا���د ا���
��إ��Yد/ 4E   n:  

9

2
 Sn = 

2

9

4

)4)(1(
=

++ nn
 

 Q@� 2:  و(n+1)(n+4)=36 

2n
2
+10n+8-36=0 

2n
2
+10n-28=0 

n
2
+5n-14=0 

∆∆∆∆= b
2
-4ac = 324 

n1=-2∉∉∉∉N 

n2= 7∈∈∈∈N Q@�و   :n=7 .   
  

 
����4:  

 ا������
� ا���د��  %)��Unآ�� �"� ( ��ا����  :  











−−=∈∀

=

=

−+ 11

1

0

)1(:*

4

2

nnn UUUNn

U

U

αα

 

 

  
!αααα ;��� �(
   ��د !)
  :  ����� آ�� �"� (Vn)و��%
 ا������
� ا���د�� 

∀∀∀∀n∈∈∈∈N* :Vn = Un-Un-1 

1-  ��
E 

�αααα3ن%� ;�! (Vn) ��&�U �
����� .  
2-  w�@�4ا�(��� ا eBه �� : 


� ��"G (Un) أن -&��! �
   .ا:ول و !�ه� أ�D4�4 إ��Yد �����
  .Un ��5�& nاآ�G ���رة  -


  Sn ��5�&  nا!�G ���رة  -!  :Sn= U0+U1+………+Un 

   .2 �)�� ا�)��� �"; zUSn اI�U ان 
-  ��
E 

�n  
! :=132 Sn  
  

  : ا�(� 
-  ��
E 


��αααα :   
(Vn) اذا آ�ن M(� اذا و �
&��! �
�����  :Vn+1 –Vn = 0 

Vn+1 – Vn = Un+1 – Un – (Un-Un-1) 

= ααααUn – (αααα-1)Un-1 -2Un + Un-1 = 0 

=(αααα-2)Un – ((αααα-1)+1)Un-1 = 0 

= (αααα-2)Un – (αααα-2)Un-1=0 

= (αααα-2)(Un-Un-1) = 0 

 Q@� و :αααα = 2 .   
 �Aا 
� :αααα = 2  :   

� (Un) أن إ��Uت -&��! �
�����  :  

Un+1 = 2Un – Un-1 

Un+1 – Un = 2Un – Un-1 –Un = Un – Un-1 

(Un) Q@� و �
&��! �
����� :=2 r  وU0 = 2  

   : ���Un  ��5�&nرة ا�(� ا���م  -
Un = U0+nrrrr = 2+2rrrr 

  ���Sn  :Sn = U0+U1+……+Unرة  -

= )24(
2

)1(
)2(

2

)1(
0 n

n
nU

n
+

+
=ℜ+

+
 

= (n+1)(n+2) 

   : 2 �)�� ا�)��� �"; Sn أن إ��Uت -
Sn  


����� 
  ه�A 3اء ��د�

Sn = (n+1)(n+2) = 132 

= n
2
 +3n+2 = 132 

= n
2
 + 3n -130 = 0 

n/ =13∉∉∉∉N 3ض���   
n// = 10∈∈∈∈N 3ل�(�   



   Q :n = 10 و �@
  

 
����5 :   
�

 ا������%��n∈∈∈∈N    (Un)  ا��� !�ه� �
   r أ�D4�4 و U1 ا:ولا�(��&

1 / 

�U1  ،r  ��"أن� :   
             U1+U2 +U3 =  24   

             U4+U5 +U6+U7 = 74             (*) 
 


�� �"��د ا���
�� zUUn ��5�& n اw�@�4 ���رة E �K/ا 

   .Un >>>>5996; �%3ن  !�n و �
2 / 
%��(Vn) ه��! �
&��! �
   .r أ�D4�4 و V1 ا:ول �����

 

�V1  ا:�4سو r 3ن%� ;�!  :∀∀∀∀n∈∈∈∈N* :2Sn = n(3n+7) 

  
   :ا�(� 
 z"��  a+c=2b:  ا�M43 ا�(��&� أن

                                    U1+U2+U3 = 24: و ���@� 

3U2 = 24                                                           

U2 = 8                                                              

 �"�Yا� |�R�)* ( �%_ا� 
� : 

                                                              U1+U3 = 16    

                                                              U4+U5+U6+U7 = 74        
 :و هBا ��@� ان 

                                              U1+U1+2rrrr = 16 

U1+3rrrr+U1+4rrrr+U1+5rrrr+U1+6rrrr = 74                 

  : أي 
2U1+2rrrr = 16                                                    

4U1+18rrrr = 74                                                  

  : أي 
U1+rrrr = 8…………(1)                                    

2U1+9rrrr = 37 ………… (2)                             

 
�)1 ( �Y� :rrrr = 8-U1 

 ��
E 3ض�� r �� )2 ( �Y� :  
2U1 + 9(8-U1) = 37                                        

2U1 + 72 – 9 U1 = 37                                     

  : أي 
-7U1 = 35-                                                     

 Q@� و :U1 = 5                                                

 ��
E t�3��&U1 �� r �Y�  :rrrr = 8-8 = 3 

 Un ��5�& n : Un = U1+(n-1)rrrrا�4@��ج ���رة  -

= 5+(n-1)3=5+3n-3 = 3n+2                   

-  ��

�� �"��د ا���E �K/ا 


��n :   
Un>>>>5996 



3n+2>>>>5996 

3n>>>>5994 

n>>>>1998 

-  


��V1 و r : 2Sn = n(3n+7) 

                                                                         2(
2

n
(2U1+(n-1)rrrr) = n(3n+7) 

                                                                         2U1+(n-1)rrrr = 3n+7     

                                                                         2U1+(n-1)rrrr = 3n+7  

                                                  nrrrr +(2U1-rrrr)= 3n+7 

     

                                         r                                         r                                         r                                         r = 3 أي :             rrrr=3 

                                         2U1 – rrrr = 7                                      U1 = 5  

 

 

   
  

4
� ذات :����� �@Dا� �
  :  �()� ا��.�E ا����
� (Vn) آ� �����
� q ا:�4س ���; ا������
∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Vn+1 = q Vn 

4
� إذن�@Dا� �
  .q ا:�4س و ا:ول&����� !�ه�  ���ف ا������
  

 �
  : ا�(� ا���م ������
� ه@�4
(Vn) ه��! �
  :  و &������ q أ�D4�4 و V0 ا:ول �����
� ه@�4

V1 = V0 ×××× q                                

V2 = V1 ×××× q = V0 ×××× q
2                       

 

.                                                

.                                                

.                                                

Vn = V0 ×××× q
n
                            

 Q@� و:N : Vn = V0 ×××× q
n
    ∀∀∀∀n ∈∈∈∈ 


� ه@�4
� ه3 ا:ول آ�ن ا�(� إذا : �.![������� V1  ن�� :  
Vn = V1 ×××× q

n-1
 


 : �#�ل%�� )Un( �

� ه@�4����� �D4�4أ 
2

1
−  q= ا:ول و !�ه� U1 = 5  

�(�G ا�(� ا�(�دي �_� ؟   
  :ا�(� 

  .U11ا�(� ا�(�دي �_� �� هeB ا�(��� ه3 

                                                                       U11 = U1 ×××× q
10

 = 5 ×××× 
1024

5
)

2

1
( =−  

 



  �

�ات �����
K��
   q أ�D4�4و  U0 ا:ول �����
� ه@�4
� !�ه� (Un)  :ه@�4
 �@��� :∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Un+1 – Un ×××× q

n+1
 – U0 ×××× q

n
 

= U0 q
n
( q – 1 ) 

] إ�Pرة�@�رس  ])1(0 −qqU
n :  ~!.�q و U0 إ�Pرة ا��Zق ���"� �"; ا�Pmرة أن

n
(q-1).   

)
� ��ن ا������q = 1 آ�ن إذا/ 1Unو�� �"(� (���وده� �! c
�A و ��&�U ا:ول.  

� ر�
��Un)(  �%3ن ��رة ���A3 و ��رة Un����4)( ��ن !�ودq <<<< 0 آ�ن إذا/ 2^ .  
   :  (q-1)،(U0) إ�Pر�� ا��Zق ���E3 �"; إ�Pرة  ��ن q >>>> 0 آ�ن إذا/ 3

- U0 >>>> 0 ، 0<<<< q <<<< 1 : (Un) �RE�@��.  
- U0 >>>> 0 ،q >>>> 1) : (Un 7ا��ة��. 

- U0<<<< 0 ، 0<<<< q <<<< 1)= : (Un 7ا��ة�� . 

- U0 <<<< 0 ، q >>>> 1) : (Un �RE�@��. 


� ه@�4
� ����� &(�ه� ا���م )nU(:  1�#�ل �����  :n
2 = nU �D4�42 أ= q  1 ا:ول و !�ه� �D� 

  <<<< q = 2   1��7ا��ة ����� 5ن
  : 2�#�ل 

                                                                                         Un = 2
n

)
2

1
(  

(Un) ه��! �
 أ�D4�4 و 2 ا:ول �����
� ه@�4
2

1
 q =  5ن ����� �RE�@�� �D� 1  <<<< 

2

1
 q =  

 �

� U.ث !�ود ����&�� ������/�q�

 a , b , c :ه@�4����� 
 و �)M إذا� ه@�4
�  U.ث !�ود ����&�� �
a . c = b:  آ�ن إذا

2.                                                                                                    

  c , a ���; ا�M43 ا�D@��4 �"��د�
 ��bد ا� 

�
���:   ���q 

� �

� ه@�4����� 
   : أن �c ا��"V5 , V4 , V3 , V2 ,V1 z!�ود �
V1 ×××× V5 = 25                

                                                                                                            V2 + V3 + V4 = 
2

35
  

   :ا�(� 
V1 ×××× V5 = 25  

V1 ×××× V1 ×××× q      : و هBا ��@� 
4
 = 25  

(V1q
2
)= 25  

V1 q
2
 = 5 

 
%� :V3 = V1 ×××× q
   V3 = 5:  و �@Q ��ن  2

                                                                                                         V2 + V3 + V4 = 
2

35
 

  - 5    (V3 = 5)  :  5ن 
2

35
 V2 + V4=    

Q@� و :   

                                                                                                             V2 + V4 = 
2

25
 

 
%�:2 V2 ×××× V4 = V3 )     5نV3 �4�@Dا� M43ه3 ا�  (  
  : إذن

 



                                                                                                V2 + V4 = 
2

25
…….(1)   

                                                                                                 V2 ×××× V4 = 25 …….(2) 

 
��Y ) )2و 1 ((� : 

                                                                                             V2
2

25
( -  V2) = 25  

 : أي 

-V2
2
 + 

2

25
V2 – 25 = 0 

��yب $��� ا����د�� ب )2 ( �Y� :-2V2
2
 + 25 – 50 = 0 

∆∆∆∆ = b
2
 – 4 ac = 225 = (15)

2
 

V2
/
 = 

a

b

2

∆−
− = 10 

V2
//
 = 

2

5

2
=

∆+−

a

b
 

 

 2V =  1 : 1ا�(��� 

V2 + V4 =
2

25
 

 Q@� و :  

V4 = 
2

25
 - 10 = 

2

5
 

: أي   

V1 = 20  ,   V5 = 
4

5
 

  ، 5 ، 10، 20:و ا��5اد ه� 
2

5
 ، 

4

5
.  

  : 2ا�(��� 

  

        

4

5

2

2

5

5

2

1

4

3

==

==

q

V
V

V

V

  Q@� و :  

V4 = V3 ×××× q = 5 ×××× 2 = 10 

V5 = V4 ×××× q = 10 ×××× 2 = 20 

:  ه� ا:��اد
4

5
 ،

2

5
 ، 5 ، 10 ، 20.  


� ه@�4
�n�3�Yع ����� 

� ه@�4
� !�ه� ا5ول  )nU(  : !�ا ا5ول ������0U �D4�4و ا q 3ع�Y� G�)@� 
n أي �
  :  !�ا ا5ول �
 هeB ا������

Sn = U0 + U1 +………+Un-1  

�@���:  

Sn = U0 + U1 +…….+ Un-1   



Sn = U0 + U0 ×××× q + U0 ×××× q
2
 + ……….+U0××××q

n-1
 

Sn = U0 (1+q+q
2
+……+q

n-1
) 

qSn = qU0 + U0q
2
 + U0q

3
 + ………+ U0q

n
 

 Q@� و :  
(q – 1) Sn = qU0 + U0q

2
 + ……..+ U0q

n
 – qU0 – q

2
U0 - ……..- U0q

n-1
 

= U0 [ ]1−
n

q  

 

⇒   Sn = U0 . 
1

1

−

−

q

q
n

 

 I
!n د ا�(�ود�� .  
4
� ه3 : �.![� �@Dا� �
   : U1اذا آ�ن ا�(� ا5ول �"�����

Sn = U1 . 
1

1

−

−

q

q
n

 


� ����� آ�� �"� (Un) : 1�#�ل �����  :  
                                                                                                            U0 =2 

∀∀∀∀n∈∈∈∈N : 2 Un+1 = Un+1 


� ��د�� ����� آ�� �"�  �����  : (Vn) 

∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Vn = Un -1  


 ان / 1
&(Vn)�����  ا�45س و ا�(� ا5ول 


�� G"�� �

� ه@�4.  
2 / G�!ا :Sn = U0 + U1 + ……….+Un 

  : ا�(� 
1 /Vn = Un -1  

 �@���:N : Vn+1 = Un +1 – 1   ∀∀∀∀n∈∈∈∈ 

= 1
2

1 −+nU
 

= [ ]1
2

1

2

21 −=
−+

n
n U

U
 

= nV
2

1
 

 Q@� و ):(Vn �D4�4ا �

� ه@�4����� 
2

1
  q = 1=1-2=و !�ه� :   V0 = U0-1  

  :  Sn!��ب / 2
Sn = U0+U1+……+Un 

= (V0+1)+(V1+1)+………+(Vn+1) 

= (V0+V1+…….+Vn)+ (n+1) 

= V0. )1(
1

1
1

++
−

−
+

n
q

q
n

 

= V0 . )1(

1
2

1

1)
2

1
(

1

++

−

−
+

n

n

 



= -2 )1(1)
2

1
(

1
++








−

+
n

n  

Sn = -2 3)
2

1
(

1
++

+
n

n  

: ا!�G ا��3�Yع ا����� :  2�#�ل   

Sn = 1+11+111+1111+…..+111……11 

: ���@� : ا�(�   

9 Sn = 9+99+999+…….+999……..99 

= (10-1)+(100-1)+(1000-1)+…+(10
n
-1) 

=(10+10
2
+10

3
+……..+10

n
 )-n 

= 10 . n

n

−
−

9

110
 

 Q@� و :  

Sn=
981

)110(10 n
n

−
−

 

 

 

 

�

� ه@�4����� ���D�n∈∈∈∈N  (Un)  
!  :  
∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Un = q

n
 

limUn = lim  q
n
 =+∞∞∞∞(q>>>>1) 

                                                                               n→→→→+∞∞∞∞        n→→→→+∞∞∞∞ 

2 /�

� ه@�4����� ���D�n∈∈∈∈N  (Un) �)ا�  
  :  ��ن q ا:�4س و U0 ا:ول  !
∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Un = U0 ×××× q

n
 

lim   Un    =        lim   q            :��ن 
n
    =     ?  
  n→→→→+∞∞∞∞  n→→→→+∞∞∞∞ 


7 ��ة !�5ت �� :  
1/ q>>>> 1 :   

Lim   Un    =   lim    U0 q
n
  =   +∞∞∞∞ :U0>>>>0                       

                                        n→→→→+∞∞∞∞           n→→→→+∞∞∞∞               - ∞∞∞∞ : U0<<<< 0 

    . ������ة �����
�:n∈∈∈∈N (Un)�Q@و 
2 /   q = 1  :   

Lim  Un    =     lim    U0 ××××  q
n
  =   U0            

  n→→→→+∞∞∞∞  n→→→→+∞∞∞∞  

� ��)�ر&� :  (Un)�Q@و �����  .  
3/ 0      1>>>> q >>>> :  

Lim Un = lim U0 . q
n
 = 0                              

                                        n→→→→+∞∞∞∞     n→→→→+∞∞∞∞                                       

 Q@�و(Un)�&ر�(�� �
����� . 

4/0 > q > -1    ::::  
Lim Un = lim U0 . q

n
 = 0                              

                                        n→→→→+∞∞∞∞     n→→→→+∞∞∞∞                                        



 Q@�و(Un)�&ر�(�� �
����� .  
5/  q ≤≤≤≤ -1 ::::  

                                                   Lim Un = lim q
n
. U0 ≠  3دةA3� �
^  
                                        n→→→→+∞∞∞∞     n→→→→+∞∞∞∞                                        

Q@�و(Un) ة������ �
 . ا������

  .�)�� أي ��Un5 ���Dو&����� �P`& ~Z�)�5رة �U&�� (Un)!�ود
�Y
4
� ��)�ر&�  ::::ا�@��@Dا� �
   .[ q ∈∈∈∈ ]-1 ,,,, 1 أ�D4�4 آ�ن إذا و�)M إذا�%3ن ا������

  
 
����::::  a, b, c �D�3�Y�  
! �

� ه@�4����� 
  .1728 و �Aاؤه� �U.U63 !�ود ����&�� �
          -G�!ا a, b, c  ؟  
   :ا�(�









=××

=++

=×

1728

63

²

cba

cba

bca

 أي








=

=++

=×

1728

63

²

3
b

cba

bca

 أي    








=

−=+

=×

12

1263

144

b

ca

ca

   

 أي








=

=+

=×

12

51

144

b

ca

ca

 أي          








=−×

−=

=

144)151(

51

12

a

ac

b

 أي








=−

−=

=

144²51

51

12

aa

ac

b

   

  أي








=−−

−=

=

0144²51

51

12

aa

ac

b

  أي








=−+−

−=

=

014451²

.(*)..........51

12

aa

ac

b

 

 

z
E ب��! :a 

                                                       ∆ = b²-4 a c  

= (51)² - 4 (-1)(-144) = 2025 

∆ = 45 > 0 


 ل 
��
E �A3� Q@�و  :::::::: :a 

48
2

4551

2
1 =

−

−−
=

∆−−
=

a

b
a  

3
2

4551

2
2 =

−

+−
=

∆+−
=

a

b
a  

 z
E t�3��&(a) ��  (*)�Y� : 









=−=

=−=

=−=

48351

34851

51

c

او

c

ac  

�Y� Q
 : و�"









==

==

=

3,48

48,3

12

aa

cc

b

 

S = { ( 48,12,3) , (3,12,48)} 

 



 ��3")� 
  ::::���ر�

 ا������
� :::: 01ت %��N∈∈∈∈n  )nV(�"آ���            
  

 






+=∈∀

=

+ 01

0

2:

0

VVNn

V

n

  

   
1/�
) �
 أن ا������Un7ا��(��؟ ة �����  
2 /�

 أن ا������
&(Un) ;"�:ا 
   ؟2 &�(�ودة �

 أن هeB ا������
� ��)�ر&� ؟/ 3
& 

   ::::ا�(�







+=∈∀

=

+ 01

0

2:

0

VVNn

V

n

 

1 /  �
  :::: ��7ا��ة(Vn)إ��Uت أن ا������
  :::: ��7ا��ة �%�Z أن �#�I أن��Um(Vn)ت أن 

∀∀∀∀n∈∈∈∈N :Vn+1 – Vn > a 


%��P(n)  �
/�dا� eBه   

� / ا/�dا� �)/ 
� �()��P(n)�Aا 
�  n = 0 : 

0201 >=− PP  �(()� 
��Zض /(� �
/ ب �Aاn = kQ@�و  : 

Pk+1 + Pk > 0 

 �Aا 
� �D�)/ I�#� n = k+1 :::: Pk+2 – Pk+1 > 0 ::::و

  ::::إذن

0
22

22

22

2
1

2

1

1

1

1

12

>
+++

−
=

+++

−−++
=

+−++=−

+

+

+

+

++

Kk

kk

kk

Kk

KKk

VV

VV

VV

VV

VkVPP

 

 Q@�و:::: ∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Vn+1 – Vn > 0  

  
  ::::2 & �(�ودة �
 ا:�"; (Vn)إ��Uت أن / 2

∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Vn < 2 

 
%��P(n) �
/�dا� eBه   

� ) ا/�dا� �)/ 
� �()��P(n) �Aا 
�n = 0 : 

V0 < 2 أي  V0 = 0 < 2  �(()� 
��Zض /(� ) بP(n) �Aا 
� Vk  < 2     : n = k  

 �Aا 
� �D�)/ I�#�           Vk+1 < 2   : n = k+1و
VK+1 < 2 أي )²2()²2( <+ kV : اذن   

 �(()� Vk+1 < 2 22 أي <+kV   Vk + 2 < 4 أي 



 Q@�و: ∀∀∀∀n∈∈∈∈N :Vk < 2  

 

  : ��)�ر&� (Vn)ا�4@��ج ان / 3
   : هBا ��@� (Vn)��)�ر&� 

1/ (Vn)  ����� 7ا��ة�� 
2/ ∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Vn < 2 

��Zض أن:        l =lim Vn 

 n→→→→+∞∞∞∞         

 :و&������ 

 lim Vn+1 = lim )1.(..........2 nV+  

 n→→→→+∞∞∞∞ n→→→→+∞∞∞∞ 

(1) ⇔⇔⇔⇔ )2( ll +=  

    ⇔⇔⇔⇔ 02² =−− ll  

∆ = b²-4 a c 





=

−=

2

1

2

1

l

l 	���ض
 

 l=2 :اذن

 Q@�و: (Vn)�&ر�(�� �
�����   
   
  
  :1 و!�ه� ا5ول ���وي 13 �����
� ه@�4
� �3�Yع !�وده� ا�#.�U ا5و�; ���وي )nV( :02ت


 أ�D4�4 ؟ -
�  

 ا�(� ا���دس ؟ -
�  
  :ا�(�










−==

==









−=

=

⇔

=++⇔

=
−

++−
⇔

=
−

−
⇔

=
−

−
⇔=

1024).(

243).(

4

3

131²

13
)1(

)1²)(1(

13
1

1

13
1

1
.13

5
16

5
16

2

1

3

3

1

qVV

او

qVV

اي

q

او

q

qq

q

qqq

q

q

q

q
VSn

  

 


� ��د�� ����� آ�)nV( :03ت�����  �"��:   
                                                                                                  V0 = 0 

                            و 



V1 = a / a∈∈∈∈R
* 

∀∀∀∀n∈∈∈∈N :∀∀∀∀k∈∈∈∈R
*
-{0,1,2} : Vk+2 = kVn+1 – (k-1)Vn 


� ��د�� !
 (Un) و�����: 

∀∀∀∀n∈∈∈∈N :Un = Vn+1 - Vn 

1 / 


� ه@�4
� �(�دا (Un) أن&����� q و U0 

2 / G�!اUn ��5�& n,k,a  

3 /(Wn) 

� ��د�� !����� :  
∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Wn = Vn+1 – (k-1)Vn 

- 

� (Wn)��&�U أن &�ه����� .  
4 / G�!اWn ��5�& n 

5 / G�!اVn  ��5�&Un و Wn ��5�& zU . n,k,a 

  :ا�(�

� ه@�4
�(Un)أن  إ��Uت/ 1����� :  

                                            ∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Un+1 = Vn+2  - Vn+1 

= k . Vn+1  - (k-1) Vn – Vn+1 

                                                                                  = Vn+1 (k-1) – (k-1) Vn 

                                                                          = (k-1)[Vn+1 – Vn] 

                                                              = (k-1) Un 

 Q@�و(Un) �D4�4أ �

� ه@�4����� q = k-1 و!�ه� ا:ول :  
U0 = V1 – V0 = a – 0 = a 

  : Un ��5�& n,k,a !��ب /2
∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Un = U0  . q

n
 = a . ( k-1)

n 

 

3/�Uت أن  إ�(Wn)��&�U �
�����   
∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Wn+1 – Wn = Vn+2 – (k-1)Vn+1 – Vn+1 + (k+1). Vn 

= k . Vn+1 – (k-1) Vn – (k-1) Vn+1 – Vn+1  + (k-1) Vn 

Q@�و (Wn)��&�U �
����� .  
 Wn ��5�& n !��ب /4


� �U&�� ��نWn)(&�� أن �����  :Wn = W0 

∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Wn = W0 = V1 – (k-1) V0 

                                                                                                  = a – (k-1) . 0 = a.n 

   Wn و Vn  ��5�&Un !��ب /5
∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Un – Wn = Vn+1 – Vn – Vn+1 + (k-1) Vn 

= Vn [-1+k-1] 

= Vn (k-2) 

2
:

−

−
=∈∀

k

VU
VNn nn

n Q@�و  

 Vn ��5�&  .n,a,k !��ب /6

)2(

]1)1[(

2

)1(

−

−−
=

−

−−
=

k

ka

k

aka
V

nn

n  

 
 


� ��د�� !
 )nU( :04ت����� :  















−=∈∀

=

=

++ nnn UUUNn

V

V

2

1

2

3
:

2

1

12

1

0

 


� ��د�� ����� (Vn)و ����� & :  
∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Vn = Un+1 - Un 

1 / I�Uأنا (Vn) ه� ا:ول�! G�!وا �

� ه@�4����� V0 

 Un ��5�& nاآ�G ���رة / 2

  Vn ��5�& nاw�@�4 ا�(� ا���م / 3
lim Vn,     و lim Un     4 /G�!ا  

 n→→→→+∞∞∞∞ n→→→→+∞∞∞∞       
Sn = V0 + V1 + ………….. + Vn   5 /G�!ا  

  :ا�(�

� ه@�4
� و!��ب !�ه� ا:ول (Vn)إ��Uت أن / 1����� V0 

∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Vn++1 = Un+2 – Un+1 

= 3/2 Un+1 – 1/2 Un – Un+1 

= ½ Un+1 – ½ Un 

= ½ (Un+1 – Un) 

= ½ Vn 

Q@�و: (Vn)

� أ�D4�4  ه@��4 �����q = ½  و!�ه� ا:ول :    
V0 = U1 – U0 = 2 – 1 = 1   

 

  : Vn ��5�& nآ��&� ���رة  /2
∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Vn = V0 . q

n 

= 1. ( ½ )
n
 = ( ½ )

n 

  Un ��5�& nآ��&� ���رة ا�(� ا���م / 3
 Vn = Un+1  - Un 

                                                                                                              V0 = U1 – U0 

                                                                                                              V1 = U2 – U1  

                                                                                                              V2 = U3 – U2 

 . 

                                                                                              .                                    

.                                                                                              . 

                                                                                               . 

Vn = Un+1 - Un 

�Y� c�Y��&:  

V0 + V1 + …………… + Vn = Un+1  - Un  



2
2

1

)2)(1)
2

1
.(1(

1
2

1

1)
2

1
(

.1

1

1
.

1

1

1

0

+
−

=

−−=

−

−
=

−

−
=

+

+

+

nn

n

n

n

n

S

q

q
VS

 

Sn = Un+1 – Un ⇔⇔⇔⇔ Un+1 = Sn + Un 

Un+1 = -1/2
n
 +3 

4 /���D@ب ا���!:  
lim Un = lim -1/2

n
 ��)�ر&�  3 = 3+ 

 n→→→→+∞∞∞∞    n→→→→+∞∞∞∞   

lim Vn = lim ( ½ )
n 

 ������ة  ∞∞∞∞+ = 
                                                          n→→→→+∞∞∞∞    n→→→→+∞∞∞∞  

 

:�!��(� 
 ���ر�

��ن ��د���ن ������ن آ���"�)nV( و )nU(  /01ت����� :  
  





−=∈∀

−=−=





−=∈∀

==

++

++

nnn

nnn

VVVNn

VV

UUUNn

UU

3512:

11,1

3512:

31,5

12

10

12

10

   

  

 ا������
��ن ا���د���ن %)��Wn) و (Ynن آ���"� (���ا���� :  

∀∀∀∀n∈∈∈∈N :Wn = Un + Vn 

∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Yn = Un - Vn 

1 / G�!اW1 , W0  

2 /cA����4ل ا���ه�ن &����ا�& �
   ؟5 �����
� ه@�4
� أ(Wn) �D4�4 اI�U أن ا��@@��
3 / G�!اY1 , Y0 

4 / �
   ؟7 �����
� ه@�4
� أ(Yn) �D4�4&�����4ل ا���ه�ن &����اcA اI�U أن ا������
5 / G�!اWnو  Yn ��5�& n رة��� w�@�4وا Un و Vn ��5�& n؟   
    : إذا �"�I أن- 3�
 ا��]ال / 6

∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Un = 2 ×××× 5
n
 + 3 ×××× 7

n 

:و��Zض أن  

∝∝∝∝n = PGCD ( Un+1 ,Un )  

 G�!اUn+1 – 5Un   ،7Un – Un+1  

   3 و 1 هPGCD 3&�����4ل هeB ا�@��wn اI�U أن / 7

@��D ؟Un+1 و Unه� / 8& ��
   أو�
�ن �



  

 : 02ت%�� )nU( �E��� د���� �
����� & ::::  










−
=∈∀

=

+
4

2
:

3

2

1

0

n
n

U
UNn

U

 

)���ف �����
� أ�qىVnآ���"� ( :  
∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Vn = 3Un + 2  


 ان / 1
&(Vn) �D4�4ب !�ه� ا5ول وا��! G"�� �

� ه@�4�����   
 Vn zU Un ��5�& nاw�@�4 ���رة / 2


 ان / 3
&(Un) )�ر&� ؟��وه� ه�  �RE�@�� �
�����   
4 /G�!ا:Sn = V0 + V1 + ……… + Vn  

Sn′ = U0 + U1 + ……… + Un                         ��5�&n 


  )nU(  :::: 03ت! ����� �RE�@�� �
&��! �
����� :  
  









=++

=++

40

33111

15

310

210

UUU

UUU

  

-  
  r و ا:�4س  U0 , U1 , U2 ::::ا!�G آ� �

∑ ::::ا!�G ا��3�Yع  -
=

=
n

i

n uiS

0

  


��ن ������ن آ���"� )nV(و  )nU( :::: 04ت����� :::: 

 

n
U

linn
Vn nn

2
,

1
,1

−
==> 

 

1 / 

� آ� �K� e�Y) ::::ادرس ا�Un) و (Vn(   
2/ G�!ا lim (Un – Vn) 
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3 / cy�3 = λλλλ ��5�& G�!ا ، n3ع�Yا�� :  

S²n = U²0 + U²1 + ……… + U²n-1 ��
E w�@�4وا n �Aا 
� : S′n = ¼ n + 225  

 


   : 09ت%��N∈∈∈∈n)nU( آ�� ����� �
�Aا�� �
����� �"�:   









−−=∈∀

==

+ 12:

3,1

1
*

10

nnn UUUNn

UU

  


 (Un)اI�U أن / 1

�� G"�� �
&��! �
����� �D4�4أ.  
2 / G�!اUn ��5�& n zU : Sn = U0 + U1 + ……… + Un ��5�& n 

3 / 
%���
  : ا������ آ���"� (Vn)n∈∈∈∈N ا������







=−×+×−∈∀

=

+ 01:

2

1
*

0

nnnnn UVVUVNn

V

   


 ا�D4�4 (Vn)اI�U ان / ا

�� G"�� �
&��! �
����� .  
 Vn ��5�& nا!�G / ب

   .V0 + V1 + ……… + Vn+3  Sn  ��5�&n =:ا!�G / ج
  

   ��%: 10تN∈∈∈∈n)nV( �

� ه@�4(
(! �
����� .  
1 / 

�V5 , V4 , V3 , V2 , V1  
)& :  





=++

=×

7

4

432

51

VVV

VV
  

2 / G�!اSn ��5�& n 
! :  
Sn = V1 + V2 + ……… + Vn 

3 / G�!ا:lim Sn      

n→→→→+∞∞∞∞  

 ت11 : ��%
 ا����د�� ا����
� ���3�Y ا:��اد ا���آ�� :

z² + ( -2 i n ) z +n² - 1 = 0            n∈∈∈∈N ……(1) 

1 / �� �! zE��3 ا:��اد ا���آ�� ا����د�� ر�Y�)1(  

2 / cy�:Un = z1 و Vn = z2  
! : z2 , z2 1( !. ا����د��(  

��ن !��&
��نn∈∈∈∈N(Vn)و   n∈∈∈∈N(Un):&�ه
 أن  - أ����� .  
�cy   - ب: ∀∀∀∀n∈∈∈∈N : Wn = Un + Vn  


� n∈∈∈∈N(Wn)اI�U أن  -&��! �
�����.  
-  G�!اSn ��5�& n  
!: 

Sn = W0+ W1 + ……… + Wn Gآ��ا�; $�3"� ��د  �
_� .  
    

� ���و�� : 12ت^ �
(

 U.ث أ��اد !)
� a, b , c   
)&  a, b , c   �
����� �%_� G
&BDا ا����


� و&��!c , a , b  وا���د �

� ه@�4����� �%_� G
    .z4�E 1998 أو�� �"��د BD& ( c+b+a )ا ا����
  

  : 13ت%�� )nU( �"آ��� ����� �
(
(! �
����� :  

dx
e

e
UNn

x

nx

n −

−

+
=∈∀

1
:

 

  
1 / G�!اU0  

2 /G�!اU1 + U1 ��
E w�@�4ا zU U1     



3 / 
%��(Vn)�
����� �
(
  : آ���"� ����� !)
∀∀∀∀n∈∈∈∈N

* 
: Vn = Un + Un+1 

 : أن&�ه
 / ا
n

e
VNn

n

n

−
−

=∈∀
1

:
*  

      lim Vn :ا!�G/ ب

                                                                                   n→→→→+∞∞∞∞ 


� : 14ت(

 ا������
� ا�()%�� )nU(�"آ��� ��ا���� :  

{ }





−−=∈∀−∈

∈==

+++ nnn UUUNnR

RaaUU

)1(:,2,1,0

)(,0

12

*
10

ααα
  

1 /�Aا 
� cy�: n∈∈∈∈N : Vn = Un+1 - Un   

 �

 ان ا������
&(Vn) G�!وا �
 ∝∝∝∝,Vn  ��5�&.a,n ه@�4

2 / �Aا 
� cy�Kn = Un+1 – (∝∝∝∝-1)Un : n∈∈∈∈N : 


 ان  -
&(Kn) G�!وا ��&�U �
����� Kn ��5�& a 

3 / G�!اUn ��5�& Vn و Kn zU  G�!اUn ��5�& .a,n,∝∝∝∝  

 �
)���ف ا������Wnآ���"� ( :   










=∈∀

==

−
+

+ 1

1
2

*

1
10

)(

)(
:

,1

α

α

n

n
n

W

W
WNn

eWW

  

 
 n∈∈∈∈N : Wn > 0∀∀∀∀:أن�()� �


 أن  -
&∀∀∀∀n∈∈∈∈N : lin Wn = Un : w�@�4ا zU Wn ��5�& .a,n,∝∝∝∝ 

-  z
(� ���� 

�a ���Dو  ∝∝∝∝� Wn ��� +∞∞∞∞→→→→ n 

 


   :::: 15ت%��a,b,c 
! �
(

 ا����
�  �U.U    0≠≠≠≠a أ��اد !)%
"� ƒ ��3�Y�"� R�"آ��� �D�Z� �� :  

cxbxaxfRx ++=∈∀ )
2

sin()
2

cos()(:
ππ

 

   :&�ه
 &����اcA أن/ 1









+++=∈∀∈∀ )

22
sin()

22
cos()²

2
()(::

)(*
nxbnxaxfRxNn

n πππππ
   

 
! ƒ
(n)  ا���"� �
�  ƒ ���7 إ�; ا��ا�� ا��_�)� ا�@3


 ا�A آ� �/ 2� cy� 
:)0(
4

1
:

)2(* n

nn fUNn =∈∀ 

-  G�!اU1 .  
3 / �

 أ�D4�4 (Un)&�ه
 ان ا������
� �
  q. ه@�4
4 / G�!اSn = U1 + U2 + ………+ Un  ��5�&a,n.   
5 / G�!اlim Sn       

                                                                                        n→→→→+∞∞∞∞ 
 

 


