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Teoria de ecuaciones

CARDANO, GEROLAMO (1501-1578)

xxxxx

Medico, matematico y astrdlogo italiano cuya obra
Ars Magna (1545) marco el inicio del periodo
moderno del Algebra. Nacié en Pavia. Fue
nombrado catedratico de Medicina en Pavia en
S 1543 y en Bolonia en 1562. Sus actividades
o astrologicas incluyeron un hordscopo de Cristo. En
1570 fue detenido por la Inquisicidn acusado de
e herejia, aunque pronto se retractd y recibid una
e pension del papa Pio V. Cardano escribic mas de
' 200 tratados, pero los mas famosos fueron su Ars
: Magna, que contiene ias primeras soluciones
5 publicadas de ecuaciones de tercer y cuarto grado,
o . y el Liber de ludo aleae, que contiene algunos de los
S primeros trabajos sobre probabilidad, en los que
e aplicd su experiencia como jugador.

‘ Unas semanas antes de su muerte finalizd una
L autobiografia, De propria vita, que adquirio cierta
fama. Su vida personal fue tragica: uno de sus hijos
S fue ejecutado en 1560 por sospecha de asesinato
L de su propia esposa; y otro de sus hijos paso porla
o carcel en numerosas ocasiones por diferentes
: S delitos. Una historia afirma que Cardano se suicido
" b al no cumplirse su prediccion astroldgica de su
. propia muerte, aunqgue esto ultimo o mas probable
o es que se trate de una mera invencion.
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l- - | Las ecuaciones y los adivinadores del pensamiento R

I Crerto dia un nivio le pide propina a su padre v éste contesta que no tiene dinero. Ante esto, el
hyo propone adivinar la cantidad de dinero que lleva su padre en el bolsillo, con la condicién de que
| stadivina, el padre se compromete a darle la cuarta parte. Como el padre acepta, el hijo indica que

| l realice las siguientes operaciones:

Multiplhque la cantidad de dinero por 4, sume 20, multiplique por 3, reste el doble de la cantidad
| wucial de dinero, veste 40, multiplique por 10, sume 100 v que diga el resultado.

L A este resultado resta 300y divide 100y ya esta adivinado.

Explicacion:

I Cantidad de dinero que tiene el padre = X
Multiplique por 4 = 4x
Sume 20 = 4x+20

I Multiplhque por 3 = [2x+60
Reste el doble de la cantidad inicral (2x) = [0x+60
Reste 40 = [Ox+20

! Multiphque por 10 = 100x+200
Sume 100 = 100x+300

Finalmente al quitarle a este vesultado 300 v luego dividirlo entre 100; se obtendrd x que es la
cantidad de dinero que tenia el padre.
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INTRODUCCION

Hace cinco mil anos, en el pais de los sumerios, cerca del Golfo Pérsico, se dieron las primeras
dificultades matematicas que necesitaban ser interpretadas bajo ciertas igualdades. Esto dio inicio a las
primeras relaciones que, posteriormente, los matematicos dieron el nombre de Teoria de Ecuaciones.

Con el afan de resolver las ecuaciones se han creado nuevas teorias, nuevos conceptos, nuevos
conjuntos numercos. El método de resoluciéon de las ecuaciones de primer y segundo grado fueron
descubiertos por los matematicos sumerios y babilonios (tres mil anos a.C.) y por Diofante (329 - 410
d.C) fundador del Algebra, por los hindtes v, finalmente, por los drabes (siglo IX). Este método forma
parte del mas antiguo patrimonio matematico de la humanidad. La ecuacion de tercer grado dio ocasion
a Cardano (1501 - 1576) y a Tartaglia (1499 - 1557) para inventar los niimeros complejos en el siglo XVI.
L.udovico Ferrari (1522 — 1565), discipulo de Cardano, encontrd el método general de la resolucién de la
ecuacion de cuarto grado. Posteriormente, René Descartes (1596-1650), sabio y fildsofo francés, inventor
de lIa Geometria Analitica descubre otra forma de resolver la ecuacion cuartica.

Como es 16gico, los matematicos trataron de resolver las ecuaciones de grado superior a cuatro
(quinto grado, sexto grado, ... de grado n). Este estudio tenia un interés doble, ya que hubiera constituido
un gran logro encontrar un método general de resolucion para todas las ecuaciones de una incégnita,
cualquiera sea su grado.

Tras muchos intentos se llegd a la conclusion de que las ecuaciones de quinto grado o superior
eran imposibles de resolver s6lo usando calculos algebraicos. Un médico italiano de Bolonia, Paolo
Ruffini (1765 - 1822), habia tratado de demostrarlo en 1798, en su Teoria general de las ecuaciones;
pero la demostracion resultd incompleta. Al cabo de unos anos, el joven matematico noruego Abel
(1802 — 1829) descubri6 el teorema que lleva su nombre en 1824 y dice: “Es imposible resolver
algebraicamente las ecuaciones generales de grado superior a cuatro”.

Este teorema fue reforzado por Evariste Galois (1811-1832), matematico francés, fundador de la
teoria de los grupos.

Dado que los matematicos no lograron encontrar métodos generales de resolucion para ecuaciones
de grado superior a 4; trataron de responder ciertas cuestiones como:

 (Cuantas raices positivas posee una ecuacion?
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* ¢Cuantas raices reales o complejas posee una ecuacion?
* Dados dos numeros a y b, {cuantas raices de una ecuacién dada estan comprendidas entre ay b

(problema de la separacién de las raices de una ecuacién)?

Desde este punto de vista los dos teoremas fundamentales son el de René Descartes y el teorema
fundamental de] Algebra (K. Gauss-D’Alambert). Este teorema fue enunciado por Girard en 1625, sélo
realizo una demostracion incompleta por parte de D’Alamber (1 746). La primera demostracién completa
fue establecida por K. Gauss (1 799). Después Cauchy, Weierstrass y Kronecker dieron otras
demostraciones. El teorema de Gauss-D’Alambert se enuncia: “Toda ecuacion polinomial de grado n
posee por lo menos una raiz (compleja o real)”. El francés Michell Rolle (1 625-1 749) traté de resolver
las ecuaciones mediante un procedimiento denominado “Método en cascada”, que, posteriormente,

se llamaria “Calculo por métodos numeéricos”, utilizando el calculo diferencial.
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Un enuncilado es una proposicion que puede
ser calificada como verdadera o falsa.
Ejemplos:

1. 174+2°+3%+4%2 = 252
2. x2+wf§ = 5x

Una proposicion es toda una combinacion de
enunciados conectados con ciertos simbolos
matematicos.

Ejemplos:

1. x=J§ v x=—\/§
2. 2+4+6=12 A 127

ENUNCIADOS ABIERTOS

Son enunciados formados por variables y
constantes que pueden ser verdaderos o falsos,
segun la asignacion de valores a las variables.
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Ejemplos:
1. Si 2x-1=7 = x=4

Enunciado verdadero

2. ﬁ €s un numero racional
Enunciado falso

Estos enunciados son traducidos a la forma

simbodlica, asi:

. La diferencia de dos niumeros x -y.

lI. Eltriple de un nimero aumentado en 5
3x+5.

IlI. La raiz cuadrada del doble de un nimero
aumentado en 1.

V2x +1

IV. Los cuadrado de tres niimeros consecutivos.
X (x+1)%: (x+2)?

. P
-

¢Qué es una ecuacion?
Es un enunciado abierto, por ejemplo:

dx+16=50-x

La cual sera verdadera o sera falsa dependiendo
de los valores que se atribuya a x.

En otras palabras una ecuacion es la igualdad de
dos expresiones matematicas, donde existe por
10 menos una variable.
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Ejemplos:

I 6x+3"=4"%
4

2. tanx - 3 =COSX

3. X = Jx+]
X

J2 +
J2 +x
4. xX’+49x-1=0
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1. SOLUCION DE UNA ECUACION

Es aquel valor que toma la incognita y
convierte la ecuacion en una identidad, es decir,
hace verificar la igualdad.

Ejemplos:

1. Sea la ecuacion 3‘5‘"l = -3J5+ 6

x=4 = 3ﬁ-‘:-§+6 ........... (F)
x=9 :>3J§":§+6 ........... (V)
Entonces x = 9 es una solucion.
2. Seala ecuacién x*+3x+4 =0
x=0= 0°+3(0)+4=0 ... (F)
x=1= 1°"+3.1+44=0 ... (F)

x=-1 = (-1P+3-D+4=0 .......... (V)
Entonces, x = -1 es una solucion.

i, = - % __??.",_';'.;?_‘ oo i
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1. POR SU ESTRUCTURA

Depende deltipo de expresion o expresiones
matematicas que definen a las ecuaciones.
Pueden ser algebraicas o trascendentes.

a) Ecuaciones algebraicas
Si las expresiones que definen a la ecuacion
son algebraicas, pueden ser:

Polinomiales: 3x°-5x+7 = 0
2x -1
5-3x

Irracionales: 3\/3—x +x°+1 =\/2x—-i

+x=x"+1

Fraccionarias:

b) Ecuaciones no
frascendentes
S1 al menos una expresion es no algebraica o
frascendente, pueden ser:

algebraicas o

Exponenciales: 3*' = 3x+2

LASES DE ECUACIONES & "7+

2. CONJUNTO SOLUCION (C.S.)

Es el conjunto donde todos los elementos son
una solucion de la ecuacion en discusion.

Ejemplos:
1. (Bx-1){(x+1)(6x+5) =0

Esta ecuacion se verificara solo si:
1 5

v X=~-1 v x= —=

=3 6

1 5
Ent CS. = «=;-1;—-—
ntonces 3 6}

6
X =2
valor para x.

, esta ecuacion no admite algin

Entonces, C.S.= ¢ (conjunto vacio)

3x
Trigonomeétricas: SSen(“n— = COSX

Logaritmicas: 3xlog (x/5)= 71?

2. POR SU CONJUNTO SOLUCION

a) Ecuacion compatible
Es toda ecuacion que al menos tiene una
solucion.

* Si el niimero de soluciones es finito se
llama compatible determinada.

_ _|1..3
(5x-1) (2x+3)=0 = C.S.—{S, 2}

»  Si el nimero de soluciones es infinito se
llama compatible indeterminada.

(7x—-~/5)0 =1 = {1;2:3:...}

15



Lumbreras Editores

Algebra

b) Ecuacion incompatible
Es aquella ecuacion que no tiene solucion,
es decir, su conjunto solucién no tiene
elementos. Se llama también ecuacidn
absurda o inconsistente.

5

— +2x =4+ >
X—2 X—2

Nunca se verifica, pues no existe alguin valor

de x que haga cierta la igualdad.
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Resolver una ecuacion significa hallar el conjunto |
solucion, es decir, hallar todas las soluciones de la §
ecuacion que puede ser algebraica o trascendente. §

[ECUACION POLINOMIAL ... .

o

Es aquella ecuacion que presernta la siguiente
forma general

Donde
ay; &y; Ay; - . ., son los coeficientes, x es la incognita.

El grado del polinomio determina el grado de
la ecuacion, ast:

J2x+1=0

Fcuacion lineal o de primer grado
S5x* — 3x+7=0

Ecuacion cuadratica o de segundo grado
16x° - 5x+2=0

Ecuacion cibica o de tercer grado

Raiz de un polinomio

Sea P(x) un polinomio no constante, diremos
que « es una raiz del polinomio P(x) si P(a) =0,
es decir, ¢ es una raiz del polinomio P(x) si el
valor numeérico de P(x) en x=a se hace cero.

Luego. P(x)={(x-a) q(x)

Ejemplios:

i. SeaP(x) = x’-5x+4
Vemos que P(1) =0 =
potmomio P(x).

2 Pl = x°+3x°-2x—6 para x= V2 se obtiene
Pin2}=0 = /2 esunaraizdel polinomio.

1 es una raiz del

6

¢} Ecuaciones equivalentes
Dos 0 mas ecuaciones son equivalentes si
estan en una misma incdognita y tienen el
mismo conjunto solucion.
Ejemplos:

L 4 =gr = c.s.:{z;-;-}

2. (-D(x+1)-5x=—(3+x)) = CS.= {2;%}

Luego, las ecuaciones anteriores son
equivalentes, puesto que tienen el mismo
conjunto solucion.

sy A las soluciones de una ecuacion
g#® polinomial, se les llama también §
BV . raices delpolinomio.

Raiz multiple de un polinomio
Sea P(x) un polinomio no ae C constante,

es unaraiz de multiplicidad k. Siy sélosi (x —a)*

K+1

esunfactorde P(x)y (x - )" noesfactorde P{x).

P(x) =(x - cz)”“q‘téﬁ

Mhn-r Mmmm WMMM

Es decirr,

Ejemplo:
SeaP(x) = (2x-1)’(5x+3)(x+2)* del cual se dira:

1
(5] es una raiz de multiplicidad 3.

3

~r esuna raiz simple.

-2 es una raiz de multiplicidad 4.

Las soluciones de la ecuacién P(x) = 0 son
las raices del polinomio P(x), aunque en cantidad
difieren.

B Si una raiz es de muitiplicidad k,
iJA % significa que laraiz se repite k veces. |

....................
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Asi: P(x)=(x-2)° (3x+1) (x+2)?

La raiz x=2 se repite 3 veces

Laraiz x= es simple

3
Laraiz x=-~2 se presenta 2 veces

Pero el C.S. de P(x)=0 es {2; ;; 2

y

El nimero de soluciones de P(x)=0 es igual
al nimero de elementos del conjunto solucién.
Ejemplo:

Sea P(x) = (x-m)* (x+3)°(x - 4)
soluciones de P(x)=0y raices de P(x)

x= 1 raiz doble (2 veces)

x=- 3 raiz triple (3 veces)

x=4 raiz simple (1 vez)

Entonces, existen 3 soluciones pero 6 raices.
Se concluye:
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Todo polinomio de grado n (cualquier tipo de
coeficientes numéricos) tiene al menos una
raiz, que generalmente es compleja.

{ Corolario
§ Todo polinomio de coeficientes numéricos y grado

| n tiene exactamente n raices (contadas con la

Del teorema y el colorario se concluye que
toda ecuacion polinomial tiene solucion, por lo
tanto sera compatible.

Asi mismo toda ecuacion polinomial tiene n raices
contadas con su multiplicidad, es decir, sera
compatible determinada.

Ejemplo:
P(x)=4x"-5x+1 tiene 5 raices
Q(x)=2x"+2x*+3 tiene 7 raices

Veamos casos particulares, luego se podra
generalizar para ecuaciones polinomiales de

grado n. *

1. ECUACIONES LINEALES

Llamadas también ecuaciones polinomiales
de primer grado, cuya forma general es:

Ejemplo 1
Resolver Ax+B = ()

Resolucion:
Aplicando (-B) miembro a miembro (m.a.m.)

Ax+B+(-B)=0+(-B)

0

Ax=-B
Multiplicando por A~ m.a.m.

B

A'Ax =A"(B) = x= By
Ejemplo 2
Resolver X1, X1 x 4

3 5

Resolucion:
Muitiplicando por 30:

15(3x-1)+10(x-1) +6x=30
45x-15+10x-10+6x=30
61x-25=30 = 61x=55

Ejemplo 3
Resolver la ecuacion en x:

X-m +x-—n—p+ X—-q-r _3
n+p+q+r q+r+m m+n+p
Resolucion:

Como3=1+1+1ypasando arestar | a cada fraccién.

X~-m
n+p+q+r

X—-Nn-p
q+r+m

X—-r—(
m+n+p

1+ 1+ 1=0

X-M-N-p-q-r X-A-p-g-r-m X-r-q-m-n-p_
n+p+q+r q+r+m m+n+p

0

17
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Factorizando x-m-n-p-q-r 2. ECUACIONES CUADRATICAS
l : ] Llamadas también ecuaciones polinomiales
(x-m-n-p-q- r)[-—-——-——-—- - -+ J= 0 de segundo grado, cuya forma general es:
N+p+q+r g+r+m m+n+p o I
A2 B B Aion ont
De donde x-m - n-p-q-r= 0 LS A A BT Vgt PA TSR

S X=m+n+p+q+r Para resolver una ecuacion cuadratica se hace uso
de la factorizacion por el aspa simple. Asf:
Resolver Ax*+Bx+C = 0

Ejemplo 4 Factorizando se obtiene:
X X X X X X Alx-x)x-x,) =0
—+—Ft—t+t—+—+—=2

Resolver 2 6 12 20 30 42 De donde x-x;=0 v x—x,=0

Resoh.ncxén: o CS.={x; x5} xi; X, se llaman raices de la
Factorizando x: . : . :
ecuacton polinomial cuadréatica.
x[l+l+-!—+-1—+-!-+-]—]—2
2 6 12 20 30 42 Ejemplo 1

Resolver 3x*+x-10 = 0

1 I 1

Resolucion:
Factorizando 3x2+x -10=0

(B DD DD =

= (3x-5)(x+2)=0 = xz-g- V X =2

Xl—l =2=>X§-=2=9X=-7— Cs_é__z
7 7 3 R %
Ejemplo 5 ' Ejemplo 2
Luego de resolverenx (p#tq) Resolver: 4x*-28x+49 = 0
B &, 9_9 px_.p Halle 2D Resolucién:
gb pa p pb ga q° X El trinomio es un cuadrado perfecto
7
Resolucién: (2x-7)°=0 = x= 2 (solucién Ginica o raiz doble)
Iransponiendo términos y agrupando: oe {7 }
PX_Gx_gx . px_p_gq S L2
@ papb @ a b
Ejemplo 3
%(‘E D "'ﬁ* £ F)__,(p E) Si una raiz de la ecuacién x*-(o+1)x-5=0 es
2. Halle la otra raiz.
i;--»% =] = x( aa-;b J N Resolucion:
Si2esunaraiz = 2°—(a+1)-2-5=0
- 2 =a-+b 3
- | = 4-200-2-5=0 = a=--2-
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Luego, la ecuacién queda: x° —(-g + l)x -95=0

= 2x’4+x-10=0
X ~2
5.

De donde la otra raiz es _E .

Formula general de solucion

El conjunto solucion de toda ecuacion
Ax2+Bx+C =0, A#0 es:

| 2A
Demostracion:

De Ax?+Bx+C=0; A0
Multiplicando por 4A para completar cuadrados.

4A%x? + 4ABx +4AC =0
(2Ax)*+2(2Ax(B)) +B?-B*+4AC = 0

{—B+J82 _4AC -B-B2-4AC

(2Ax +B)? =B2-4AC = 2Ax+B=+JB%-4AC

_B++B2-4AC

= X= —

2A
g o |B+VBT-4AC -B-VB?-4AC|
A 2A ! 2A
Ejemplo 1

Resolver 3x*-2x+1 = 0

Resolucion:
Como no es factorizable en Q, lo mas razonable
seria aplicar el teorema anterior (férmula general).

Lo~ EV(2) -43) D) _ 28

2(3) 6
. C.S.:{l+\/;2_; I—J—-_2}
3 3

Ejemplo 2
Resolver x?-2x-5=0

Resolucion:
Usando la férmula general:

x_ﬁiJﬁ2-4(—5) _N2+V22
2 2

{JE+J2—2,J§—~/2_2}
2 2

.~ CS.=

Discriminante (A)
En la ecuacién AxX*+Bx+C =0, A=0.
Se llama discriminante a la expresion

Ejemplo 1
Halle el discriminante de: 3x*~5x+7 = (

Resolucion:
Por definicion:

A = (-5)*-4(3)(7) = 25 -84 = -59
. A=-59

Ejemplo 2
Halle el discriminante en: 2ix?+3x—i=0/i=+/-1

Resolucion:
A = 3°~4(2i)(-i) = 9+(8i) =9-8

En la ecuacion Ax2+Bx+C = 0, A #0 de
raices xj, X, se cumple:

, B
. Sumaderaices: x; + X, ..—__.K

C

II. Productoderaices: x,-x, :K |

HI. Delaidentidad de Legendre:

: (X1+X2)2—(xl—x2)2 :4X1X2

—|

19
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Demostracion
De la formula general, sabemos que:

_-B+VB®-4AC -B-VB’-4AC

X
2A 2A
B+vVB?—4AC -B-vB*-4AC 2B
L x+x,= + ===
2A 2A 2A
= X, +X __ B
1 2 A
(_B++B?-4AC | -B-+/B2-4AC
. x,-x,=
2A 2A
\ J\ /
(-B)Y'-(B*-4AC) 4AC C
B 4A* T 4A7 A
o XXy
I 2 A
Ejemplo 1
En 3x°-5x + 7 = 0 de raices x, X, se tiene:
X; +X __2.2
1 2 3 3
7
Xl ’Xz —_
Ejemplo 2

Si x,, X, son las raices de la ecuacion 3x° +2x—4 =
0. Halle (x,+5) (x,+5)

Resolucion:
Se pide (x,;+5) (x,+5)

= XXy + 5( Xy + X, )+ 25
Usando el teorema se tiene:

_ \
=_ﬂ+5(_2 +25

Sirv s son las raices de x*+px+36 = 0 tal que

| B
g 12,halleelva]ordep.

20

Resolucion:
De la ecuacion r+s=-p, r.s=36
.. 1 1 5
De la condicion; —+—=—
r s 12
— -l:—i_—s- — -—5-- :_B — __5_,
r-s 12 36 12
. p — —] 5
Ejemplo 4

Halle el valor de p si el C.S. de la ecuacion:

2
X2~(p+3)X+(%) +1=0 es {a;a+l}.

Resolucion:

2
De la ecuacion x,+x, = p+3;xX; = -g-) +1

Del C.S. se tiene x, —x; = 1

En la identidad de Legendre:

(x5 + X )2 ~(x; — X, )2 = 4x,X,

(p+3)2-1=4] P +1

= p*+6p+9-1=p°+4 = 6p=—4

oo 2
A 3 -
Ejemplo 5

Halle el mayor valor de a en la ecuacion:
- (2a+4)x+a*+8 =0
sl una raiz es el triple de la otra.

Resolucion:
Sean las raices: k, 3k
Por el teorema:

k+3k = 2a+4 = k=%+l

2
k3k = a’+8 = 3(%“) =a‘+8
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= \
= 3 ?+a+1 =a’+8
\ y,
2

= i%—+3a+3=a2+8

a2

= —=3a+5=0
4

a?-12a+20=0
(a-10)(a-2)=0

Apayor = 10

-‘_

En la ecuacion Ax2+Bx+C = 0 A # 0 de
coeficientes reales, raices x;, x, y
discriminante A= 82—4AC se cumple:

. SiA>0 e xq,%eR Ax #£x

[l Si A=0 & x,,€R AXx;=x

lll. S1 A<0 &= x,5R A X=X

Ejemplo 1

En 2x*-5x~1=0

Su discriminante A = (-5)°-4(-2) =33 > 0
= Las raices x,, x, son reales y diferentes.

Ejemplo 2

5x°-2x + 7=0

La discriminante A = (-2)*-4(5)(7) < 0
= Las raices no son reales y conjugadas.

Ejemplo 3
Si o, son laraices de: x° —(ﬁ— l)x +5=0
Halle [o| +]B]

Resolucion:
Analizando su discriminante

’

2
=(\/7—]) -4(5)<0 = o,B son no reales y

conjugadas, es decir o=f .

Delteorema: «-f=5 = o-&=5 = |a|*=5

= |a|=5

Ademas, como oc=B = Ia|=|3|=|ﬂl

- lal+|BlEV5+V5=2V5

Formar la ecuacion cuadratica a partir de las
raices x;, X,

Sean las raices x=x, y x = x,
= xX-Xx;=0; x-x,=0
= (x-x)(x-x,)=0
De donde la ecuacion es:

Ejemplo 1
Formar la ecuacion cuadratica de raices:
a) 5:-3

c) 3+43,3-43
d) 4+i, 4-i

Resolucion:
a) Laecuaciénes (x-5) (x-(-3))=0

= x°-2x-15=0

5 / 71
b) x —(6+§)x+6(-2-)-0

X —1—29-x+21 0 = 2x?-19x+42=0

c) x2—(3+~/§+3—\/§)x+(3+\/§)(3—\/§)=

x4—6x+3*-3=0 = x2-6x+6=0
d) x’—(4+i+4-i)x+[A+i)(4-i)=0
X 8x+4°+1=0 = x*-8x+17=0
Ejemplo 2
Sia, b son las raices de la ecuacion 4x*-2x+3 =0

Halle otra ecuacién cuadratica en y cuyas raices
sean 2a-1 y 2b-1.
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Resolucion:
a+b=z
De la ecuaciéon 4x°~-2x+3 =0 = 3 4
ab = Z

La ecuacién buscada es:
y*~(2a-142b-1)y + (2a-1) (2b-1)=0

e (2(a+b)-2)y +4ab-2(a+b)+1=0
De la ecuacién anterior

- l 3 l B Sty e o ,.(. w..-.-,-n', "1, R s:x; ¥ pperaisk g e VA Ry ot o S hrgt G P e Ty B
Y2 = Lz(‘z“ -2iy+4 41" 2 9 +1 =0 Dos ecuaciones cuadraticas Ax2+Bx+C =0,y
” ; | Mx2+Nx+P =0 tienen una solucién comyn si:
. La ecuacién buscada es: y“+y+3=0 — - .

o o om0 0 i RO R 1 I Mg e T .
"::‘:fﬂ' L‘;::W._fgif é.l .."-:":.':";::::Jl:ﬂ :|' |. ."- o .f AN :’_;"_ -lt:.. .hg: -::-; ls.;:"':" .-:::::’:): b . :‘.‘) ::":’4_::: A K v SHLENH 1)
IS L R, IR e

P TR a D Y

Interpretacion geométrica de
¥=AX+Bx+C

. Ejemplo 1
Seay = Ax’+Bx+C, A#0 y coeficientes reales. Las ecuaciones 3-5x+2 = 0 y 9x*_15x+6 son
El comportamiento geométrico de y depende de

L, : 3 -5 2
su discriminante ( A ), asi: equivalentes ya que 5 15 8
A>0 ATO -
A>(
Y Y \L/ Ejemplo 2
~ —— Calcular (n-m) si las ecuaciones:
‘ 1=% X=X
i

Cm+ 1)x*-Bm-1)x+2 =0

A:-oy A=( n+2)x*-(2n+1x~-1=0
=X son equivalentes.
1
’ Resolucion:
A<0Q : : _
A<0 " S1 son equivalentes:
Todo polinomio cuadratico y=Ax*+Bx+C, de 2m + 1 = ~(3m-1) - 2
coeficientes reales, geométricamente tiene un n+2 -(2n+1) -I
comportamiento parabdlico, es decir, su grafica De donde se tiene:
es una parabola como se indica en el gréfico.
m+1
2 =-2 = 2m+2n=-5 ........ (o)
< eqiiyval n+2
Dos ecuaciones cuadraticas Ax2+Bx+C =0,y 3m -1
Mx?+Nx+P = 0 son equivalentes, es decir, on + 1 =—2 = 3m+dn=-1 ... (B)
| tienen el mismo conjunto solucion si:
e e 2)-(B): 4m+4n-3m-4n = -10+1
13
En(o): 2(-9)+2n=-5 = n= '2—
Mx+Nx+P=0 y Ax’+Bx+C=0son equivalentes, - n-m=13,9.3!
st Ar+Brx+C=k(M®+Nx+P), k=cte. 2 2
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3. ECUACION CUBICA
Llamada también ecuacidén polinomial de
grado 3 cuva forma general es:

Mediante el teorema fundamental del Algebra y
su colorario, la ecuacién tiene 3 raices,
denotaremos por Xx;, x,, x3. En tal caso, la
ecuacién factorizada sera:

Alx—x ) (x=x,)(x-x,) =0, A% 0
Equivalente a:
X° = (X + Xy + 23 ) X% + (X)X, + X325 + Xp X3 )X — XyXp X5 = 0

de donde se observa:

T

TN R, T
4 . 1 o .k\
.4 - L

O A Vi T, A - TR A

En toda ecuacion Ax3+Bx?+Cx+D = 0, de
raices x;, x,, x; se cumple:

) B
. Sumaderaices: x| + x, + X3 = ——

A

II. Sumade productos binarios delas raices: |

C
X1X9 +XIX3 +X2.X'3 :‘X

lll. Productode lasraices:

|

D
xleX3 ="“"";' I

Ejemplo 1

En x’-5x-4 = 0

Factorizando por divisores binémicos el polinomio
se anula para (-1).

Luego, por la regla de Ruffini: (ver tomo I).

-1l -1 1

Se tiene [x - (---l)]l:x2 - X - 4] =0

x=-1
(x+1)(x2——x—-4)=0 . + 17
2

De donde C.S. = {-1I:

\

I+\/ﬁ_l—x/ﬁ}
2 2

Donde, efectivamente, se verifica el teorema de
Cardano—Viete.

Ejemplo 2
Sia, b, ¢ son raices de x°-2x+5 = 0
Halle el valor de:

a’+b%+c’
a’+b’+c?

Resolucion:

Del teorema de Cardano—-Viete se tiene:
. a+b+c=20

II. ab+ac+bc =-2

[ll. abc = -5

Usando las identidades condicionales con
a+b+c=0 tenemos:

a’+b%+c? = -2(ab+ac+bc) = -2(-2) = 4
a’+b’+¢® = 3abc = 3(-5) = -15
ca‘+b’+c*_ 4 4
Cat+b?+cd -15 15

Ejemplo 3
Si una de las raices de: x*-(2k-1)x+3k = 0 es 2.
Halle el producto de las otras dos.

Resolucion:
Como una de las raices es 2, se tiene:

2’ —(2k-1D2+3k=0 = 8-4k+2+3k=0
De donde k=10

Por el teorema de Cardano-Viete
X\ XyX3 ==3K = 2x,x; =-30

. XZX3 — "'15
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Solucion general de la ecuacion cibica
Sea la ecuacion: x*+ax®+bx+c = 0

.  Buscaremos eliminar e] término cuadratico
haciendo el siguiente cambio de variable:

Il. Supongamos que la ecuacién ctbica
Incompleta tiene una solucién de la forma
y-+Zz. Luego por definicién de solucion:

(y+z) +pt+q=0 = y3+z3+3yzgy +z)+pt+q=0
t

= (y3 + 23 +q)+(3yz+p)t =(
El cual verifica si y3+23+q =0
3yz+p =0

3

Conlo que y’+2° = -q A V2 = --*ép-;?-

il. Conocxendo la suma y Ia multiplicacion de
y°, 2% se puede formar una ecuacion
cuadratica de raices y°, z°,

r— (y3+23)r +y°z° = 0, es decir:

24

Definicion (Discriminante)

2 3)
A la expresion -108 (—g) +(g-) se llama
y

discriminante de la ecuacién cabica
incompleta t*+pt+q = 0.

IV. Comot=y+z, se tiene:

Esta solucion se conoce generalmente como
la formula de Cardano, ya que fue publicada
por primera vez por él en la obra Ars Magna,
en 1545. Cardano obtuvo la solucién de
Tartaglia, pero la solucién original de la cibica
parece deberse originalmente a Scipio Ferreo,
alrededor del ano 1505.

V. En (l) la solumon general de la cublca es:

VII. Usando (V1) la solucién de t3+pt+q = 0 con

A(ﬂ](ﬂ) -

{wv ”mwwlh /mewwwmwm#w LIPS td ks G Sror 1. ]

t, = 13}-—--1-«/3 +13{--—~-\/Z |
t2-#:-+\/—w+\3/- Jaw?. j

VP2 XA ASNR Toin s s Xl AR 5, G A P AR T s B N0 403 Y LAY - o 15 20 04 FA YD w;&mmmm .,wv,,m,.,.m}

THA AR T AR TIOTH AN T WA TR A VN AN
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Ejemplo 1
Resolver x’-15x-126=0

Resolucion:
. Seax=y+zlasolucionde la ecuacion, se tiene:

(y+2z) -15x-126=0

= y*+2°+3yz(y+2)-15x-126 =0

X

= (y*+2°-126)+(3yz-15)x =0

Cumpliendo cuando y*+2z3=126 A yz=5
De donde: y’+2z°=126, y°z°=125

[I. La ecuacion resolvente (de raices y3, z%) es:
-126t+125=0 = t=125 v t=1
Entonces, y°=125,z°=1 = y=5, z=1
Luego,

(1 B (1 B

x2=5w+w2=5 —"2"'1'—2—'1 + —5-71
\ J A\ /

| 2 (
x3=5w2+w=5 -l——:ii + —l+-—3—i
2 2 ) 2 2

.. CS.= {6, -3+24/3i, - 3-24/3i}

Ejemplo 2
Halle la raiz real de la ecuacion x*+12x-12 = 0

Resolucion:

. Haciendo x = y+2z setiene
Yy 422 +3yzx +12x-12 = 0
Del cual se cumple si:

Y+2°=12 A yx=-4 = y*z2° =64

II. La ecuacidn resolvente es: t°~12t-64 = 0
Factorizando: (t-16)(t+4) =0

—= t=16 v t=-4
= y'=16,2"=-4 = y=316,z=-%4
. x=316-34

A —————————

- -""”ﬁ';”'iﬁ_‘:‘_ﬂ' .,_ I LRy :_-.-. e g N, /‘I. - C'-"-":‘:‘f”_" <., ,;’/'. ":'l.::":.il ’, .’.:?‘-.".:’-'.‘.‘ z }2?' 'ﬂ_rZ,-
- sk s 5 K- . 3 7 4 % ”k’, 2
22 R 2 ; m = " I m T A e, St

T e T - e T I ’ i At Y 0 PRy i e 4

Sea la ecuacion x*+px+q =10, {p,q} < R

2 3

| Se cumple;
. Si A<0={x,x%, x3} CR ademas todas ‘
distintas

. Si A=0 = {x,%,Xx;} CRademésx;=x,

I 1. Si A>0:>XIGR, x_?::\"; sz,.¥3€C—R ‘

Demostracion:

Recordemos que si y = {/—% +JA , z= ‘\3[ (21 JA

2 3
Donde A= ((—;) +[—§-] las raices son:

X, =y+2Z; Xo=yw+zw’; X;=yw’ +zw

1 3

con w=—=—+—1I
2 2

Entonces, se tiene:

. Si A<0O = vy, 2z sonimaginarios de la forma
a+Dbi, a-bi, luego las raices son:
x,=atbi+a-bi = x;=2a

x;=(a+biw?+(@-bdw = x,=-a+b+3
Como se ve las tres raices son reales, este es
el caso llamado irreductible de la férmula de
Cardano, porque el calculo de los tres valores
reales a que se reduce la expresién compleja
es preciso hacerlo trigonométricamente.

II. Si A=0 setendra y=z y las raices seran:
Xy =y+z = x; =2y
X,=yw+zw’ = x,=y(w+w?) = x,=-y
X;=yw'+zw = x;=y(W’+w) = x;=-y
Dos de las raices son iguales,

L. SiA>0 = y° z° sonrealesdelas cualesy,z
son sus raices aritméticas. Entonces, las raices
SON: X, =y+Z = X, =y+z2Z
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X, = yw+zw® = x,= y;Z+Z——2—‘E\/§i
Xy=YW 2 = Xy= y;z_‘y;z\/?-,i

Ejemplo 1
Analice las raices de la ecuaciéon x’-3x+2=0

Resolucion:

\2 _ \3
Vemos que A= ] +(-—3: =0

2 3
y .
De donde concluimos por ef teorema anterior que

las tres raices son reales, dos de las cuales soniguales.
Verifiquemos resolviendo.

Factoricemos x°-3x +2=0 por divisores binémicos
ya que tiene por primera raiz a 1.

1 0 -3 : 2
I 1 -2 | 0

(x-D(x*+x=2)=0 = x-D{-1Dx+2)=0
De donde, x,=x,=1, x3=-2

Ejemplo 2
Analice las raices de la ecuacién x°-4x+3=0

Resolucion:

3Y (-4Y
Vemos que AZ(EJ +(—3—-) <0 por el teorema

antenior concluimos gque las tres raices son reales
v distintas.

Venfiquemos resolviendo, factorizando por
dmisores bindmicos.

0 -4 ! 3
x=1 1 1 =3

et
T 1 -3 | o

(x-1 :!{.I‘: - x~3)=0

r-x1-3=0 = x= -1::2@
. 1_.h?
&< 1ot z\fl"s__l ;13}

Retomando el caso A <0, caso irreducible de la
formula de Cardano, su solucion tngonomeétrica
es como sigue:
Como x=y+z con y>=a+bi, z°=a-bi esla
solucion, entonces:

x={(a+bi)""+(a-bi)"?

Haciendo: a=rcos 0, b=rsen 8, de tal manera

que a°+b*=r’ tan g = -ta—)-

Entonces, (a+bi)”=[r(cos 0 +isen 6 )]"°
Luego, por el teorema de De Moivre (ver Tomo |,
radicacion en C forma polar, Cap. XllIi).

0+ 2km
3

(a+bi)?=3r cis( ] con k=0, 1,2

Cuyos valores son:

) 0+2n O+4n
%cis*,%cis ,%cis
3 3 3
Asimismo los valores de (a-bi)"® son los
conjugados de los resultados anteriores. En tal
sentido, las raices de la ecuacién cubica

x3+px+q=0con A<0 son:

y
23/;0059,23’/;cos 6+2n],2y;c08(9+4n}
3 . 3 3
con r=a’+b” y tan0 =b/a

Ejemplo:
Resolver la ecuacién: x’-3x+1=0

Resolucion:

1Y (-3Y
Como A=|—-| +|— ] <0
Se sabe, entonces, que las tres raices seran reales

y distintas.
Sea x=y+z la solucion, después se tiene:

Y422 4+3yzx-3x+1=0 = y’+2°=-1,yz=
Luego, la ecuacién resolvente es t*+t+1=0

—-l+~/3_‘i . AT

=ClIS— =a+bi, r=1
2 3

2—n+2k7t
= y=CiS 3 3 ) k=0a 132

Después t=y° =
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Luego,

X, = 2(:05[%75) = 1,530889
X + 27 3

X, =2C0s3— = 2c0s~- = ~1,879385
L + 47

Xy = 2€05-3—— = 2cos| 127 ) - 0 347296
3 9

Geométricamente

. . .3
Sea el polinomio P(x)=ax’+bx+c,a,b,c € R de
raices x, X,, X3 y discriminante A .

a>0A

4. ECUACION CUARTICA
Llamada también ecuacion polinomial de
cuarto grado y toma la siguiente forma general:

Sean x,, X,, X3, X, las raices de esta ecuacion,
entonces, la forma factorizada del polinomio es:

Alx=x, ) (or=x, ) (x=x3) (x—x,) = 0

Relaciones entre las raices y los coeficientes del
polinomio cuartico.

................................................................................

sty s, LT
P T EE

Sea Ax3+Bx3+Cx?+Dx+E = 0, A= 0 deraices
X% ,X;3,X, S€ cumple:

) B
. Sumaderaices: x; + X, +Xq +X4 =~
| T A2 TA3 T Xy A

II. Suma de productos binarios:

C
XIX2 +X1x3 e +XSX4 =-K

[II. Sumade productos ternarios:

D
xlex:; +Xix2X4 + .., +X2XBX4 :“‘X

IV. Productoderaices:

X1 XaXaX 2
[A2A3AY =
A

J — AP -

Ejemplo:

Luego de resolver la ecuacion x*~3x’-6x-2=0 de
raices x,, X,, X3, X4. Halle:

L x+x,+x3+x,

I xxoxq.x,
Resolucion:
« Usando el teorema de Cardano—-Viete.
0
X1 +Xy+Xg+x,= —— =0
—9 l
X1 XXX 4= Ky =-

Verifiquernos hallando cada uno de las raices
factorizando x*-3x*~6x-2=0 por el aspa doble
especial.

x*+0x°-3x*~6x 2 SDT: -3x?
x* -2x|”” 1 Falta: —4x°
— ; = —1+4]
X°+2x+2=0 = x= 2+2 {xt H,
x°-2x-1=0 = x-2i\f8-4x3=1+\[2‘
2 kx4:]-\/§

De donde:
. Xx;+xy+x3+x,=-1 +icl-i+1+42 +1-42 =0
I xpxx=(-1+1)(-1-D)(1+ \/.‘5)(1*\/5 )=-2
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Solucion general de la ecuacion cuartica
Sea la ecuacion Ax*+BxX’+Cx*+Dx+E=0, A#0

A. Solucion de Ferrari (1522-1565)

La solucién de la ecuacion cuartica la obtuvo
por primera vez el algebrista italiano ludovico
Ferrari, discipulo de Cardano.

Sea la ecuacién x*+2px’+qgx’+2rx+s=0 se
busca formar cuadrados perfectos.

Sumando miembro a miembro (ax+b)* a fin de
que ambos miembros sean cuadrados perfectos.

x*+2px3+(q+ad)x’ +2(r+ab)x+(s+b*)=(ax+b)?
Supongamos que el primer miembro sea
O +px+k)=.
Por identidad de polinomios:

p’+2k=q+a’ kp=r+ab, k*=s+b?
Eliminando a y b de estas ecuaciones tenemaos:

(pk-1)*=(p*+2k—q)(k’-s)
Formandose la siguiente ecuacion cubica.

“ 0w ]
cor T Cnn ettt TR g i
by e Wf*?cg}«gci:hls*i:jgc« AN,
Syl | *

U (M) . DO N . P -, - - N _:.: . -
i T o WA R, T
- LI P L T R e
3 v \ " ’.._;-4" /’; :"..-' " - - ) ,-.:‘2 ._':_"-_ o 't "
: Z v 4 "s i {'.— .p s;':—. o %y
' ' 'F + fﬂ" 'y " lamapa ol = e
k g . ' qk - - r L e P _,,,o_ /j ::, ,' - . : O '
' . » ‘an -, .‘- . - N (4 - " L R Wiy
S ity B 008 Y I A B T By BT
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De esta ecuacién cubica puede hallarse siempre
un valor real de k, con lo cual a y b quedan

determinadas y como:

(A +px+k)=(ax+b)* = x’+px+k=+ (ax+b)
Luego, los valores de x se obtienen de las
ecuaciones cuadraticas.

x*+(p-a)x+k-b=0
xX*+(p+a)x+k+b=0

Ejemplo:
Resolver la ecuacién: x*-2x°—5x* +10x — 3=0

Resolucion:
Sumando m.a.m. (ax+b)? se tiene:

X+ 23 +(@%-5)x* +2(ab+5)x +b*-3=(ax+b)’

Sea el primer miembro igual a: (x**-x+k)*

Por identidad de polinomios.

a’=2k+6, ab=-k-5, b*=k*+3
Obteniéndose (2k+6)(k®+3)=(-k-5)"
Que efectuando es: 2k*+5k*~4k-7=0
Como vemos un valor de k=-1
De donde a’=4, ab=-4, b*=4 = a=2,b=-2

28

Luego, la ecuacién (x*-x+k)*=(ax+b)* queda

(P-x-1)"=(2x-2)* = x’-x-1=+(2x-2)
Es decitr,

+
X-3x+1=0 = x=3‘2‘/§
~1+4/
X+x-3=0 = x= 1"2 13

Luego, las raices son:

3+v5 3-45 =1+413 -1-413
2 2 2 2

B. Solucion de Descartes (1596-1650)
La siguiente solucion fue dada por René

Descartes (sabio y fil6sofo francés, inventor de la
Geometria Analitica) en el ano 1637.

Sea la ecuacion x*+Ax’+Bx+Cx+D=0

A

I. Haciendo x=y—j4- , la ecuacién queda

reducida en:
Y +qy’+ry+s=0
(ecuacion cuartica incompleta)

II. Suponga que el polinomio cudrtico queda
Yy +qy +ry+5=(*+ky+£)(y*~ky+m)
De la igualdad de polinomios se tiene:
{+m-k’=q, k(m-£)=r, /m=s
De las dos primeras ecuaciones:

2m=k°+q+ i : 2€==k2+q—i y reemplazando

en la tercera.
(k*+gk +1) (k> +gk-r) =4sk?

----------------------------------- A e o Yoy e w3 IO

4 (2 - v v
A R N
ey -

N g, e

Esta es una ecuacién cibica en k*® que tiene
siempre una solucion positiva. Cuando se conoce

k* se conocen los valores de £ y m y la solucién

de la cuartica incompleta se obtiene resolviendo
las dos ecuaciones cuadraticas.

y*+ky+{=0
y*-ky +m=0
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Ejemplo:
Resolver la ecuacion x*2x*+8x-3=0

Resolucion:
Hagamos x*-2x*+8x-3 = (x*+kx+ ) (x’-kx+m)
De la igualdad de polinomios:
/+m-k’=-2, k(m-£)=8, fm=-3
De donde obtenemos:
(k’-2k + 8)(k*—2k-8) =—12K°
= k°-4k*+ 16k*-64 =0
Resolviendo k=4, tomando k=2 tenemos
m+{=2 m-{=4 = m=3, {=-1

Luego,
x*2x*+8x~3 = (*+2x-1)(x*~2x+3)=0

Entonces,
C+2x=1=0 = x=-1%2
X-2x+3=0 = x=1=12i
Luego, las raices son:

1+V2, -1-42, 1+ 21, 1-2i

5. ECUACION BICUADRADA
Es una ecuacion cuartica de la forma

Solucion general

.  Haciendo xX*=t = At*+Bt+C=0
tl. Usando la solucion de la ecuacién cuadratica

_-BB?-4AC
2A
(solucién general de la cuadrética)

t

y como t=x>

Ejemplo 1
Resolver la ecuacion x*-8x°-9=0

Resolucion:

Haciendo x*=t = t*-8t-9=0
Que factorizado es (t-9)(t+1)=0
De donde:

t=9 = xX¥*=9 = x=3 v x=-3
t=—1 = x’=-1 = x=i v x=-

C.S.={3,-3,i,-i}

Ejemplo 2
Resolver la ecuacion x*-5x*-9=0

Resolucion:

Haciendo x*=y = y*-5y-9=0

Aplicando la férmula general de la ecuacién
cuadratica.

_5+J61 _ y=5+J€i_l_ y y_S—Jfﬁ

y

2 2 2
Ces ) J V61 _ [5+dB1 [5-vBl \/5_@’
STV 2 Y 2 Y 2T V2

\

w

Definicion (raices simétricas)
Dos raices de una ecuaciéon polinomial se
llaman simétricas si son o, — o .

Observando la solucion general de la ecuacion
bicuadrada, vemos que las raices son simétricas
de dos a dos, es decir, son de la forma

o,-o, B,-P.

Formacion de las ecuaciones
Buscamos formar la ecuacidén bicuadrada

conociendo dos de sus raices o,p/a#xp sise
conoce unaraiz o ,laotra sera- o . Si conocemos
una raiz 3, la otra sera -f3, entonces las raices

son o,-a,p,-PB, luego, la ecuacién es:

(x-a)(x+a)(x+B)(x—B) =0, que efectuando
se obtiene:
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Ejemplo 1
Forme la ecuacion bicuadrada si dos de sus raices
son 3, -o.

Resolucion:

Si unaraiz es 3, la otra sera -3. Siunaraizes -5, la
otra sera o.

Entonces, la ecuacion pedida es:

(x=3x+3)x+5){x-5) =0

(x*-9) (x*-25)=0

De donde la ecuacion requerida es:

x* —34x2 +225=0

Ejemplo 2
Hallar el valor entero de m de modo que la
ecuaciéon x*=(ax+m+1)(ax-m-1) tenga raices en

progresion aritmética (PA.). Ademas a = J3m+4.

Resolucion:
De la ecuacion:

x*=a’x*-(m+1)? con a*=3m+4
= x-(Bm+4)x’+(m+1)*=0
Sean o, B,—0.—f las raices con a<§, ordenando
de menor a mayor: —B,-a, o, . Como estd en
PA. tendremos que: 20=-0+p = B=3a

Luego, las raices son o, —a, 3a, —30 , entonces,
la ecuacion es:
x'=100*x+9a* =0

De donde se obtiene que:
3Im+4=100° ... (1)
(m+1=9a* ... (i)

De (IN:m+1=3c? v m+1=-3c° en ()

s

m + 1 m + |
&1}4—4:10( ) V 3m+4=—10( )

3 3
= %m-12=10m+10 v 9Im+12=-10m-10
22
- =2 . = .. =2

Ejemplo 3
Hallar la suma de los valores que puede tomar
“a” de tal manera que la ecuacion bicuadrada

x*~(a+2)x*+4=0 tenga dos raices o, (o # f3)

y que a la vez éstas sean raices de x*+ax+b=0
para algun b<0.

Resolucion:

a+f=-a

De la ecuacién x*+ax+b=0 =
o-B=Db

o +B° =a+2

De : x*-(a+2)x*+a=0 = -
oaPB =4 = af=-2

Asimismo, (o + 6)2 =a’ +8% +20f
Por datos, (-a)’=a+2+2(-2)
— a‘—a+2=0

;.a;+a, =1 (prop. de ecuacion cuadratica)

Definicién (polinomio reciproco)
Sea P(x) un polinomio de grado n se llama
reciproco si cumple la siguiente propiedad.

;\-
2
-{.
s

g &0 . o ) R " "
v e o 1o gt eariiards ;
A o A A e . .
/ ‘.g._ O ") 4 e &
% .339

A,

s

De la definicién, los polinomios reciprocos son
de la forma:

ax+b

ax’+bx+a
ax°+bx*+bx+a
ax!+bx*+cx’ +bx+a

ax® +bx*+cx* +cx’+bx+a

Asimismo, de la definicion vemos que s1 una

1
raiz es o, tiene otra o &8 decir, raices “una la

inversa multiplicativa de la otra”.

Para conocer las raices de este polinomio es
necesario factorizarlo (ver Tomo I de la misma
coleccion, cap. VII).
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Ejemplo:
Factorizar: P(x)=x"-10x>+26x*~10x+1

Resolucion:

pr—

P(x) = x° x2—10x+26-l—9-+~—1—§-

X XxX°

)

Agrupando adecuadamente

pr—

P(x) = x’ (x2+ 12_J 10{x+1)+26q

X X

1

Haclendo un cambio de variable: x+ -; =y

1

Elevando al cuadrado se tiene: x°+ =z =y~

Luego, P = x*[y*-2-10y+26]=x*(y-4)(y—-6)

Regresando a variable x.

P(x) mxz[x-i—-l--él) (x-t—l-—ﬁ)
X X

Que efectuando se tiene:

P(x)=(*~4x+1){(x*-6x+1)

Todo polinomio reciproco de grado impar se
anulaparal 6-1.

Ejemplo 1
Sea P(x)=x’-5x*-5x+1

Vemos que: P(-1)=-1-5+5+1=0
Entonces, -1 es una raiz de este polinomio.

Ejemplo 2
Factorizar P(x) =x"+5x+9x*+9x% +5x+1

Resolucion:
Observamos que P(~1)=0 = (x+1) esun factor,
luego, usando la regla de Ruffini.

N—
on
o
o
oy

= P(x)=(x+1)(x*+4° +5x* +4x+1)

x + 4xP +5x% 4+ 4x +1 SDT: 5x2

_ , 1)
x2>I< 3x >k1 ST 2x
x* X | Falta: _35_3

= P)=(x+ 10 +3x+ D% +x+1)

6. ECUACIONES RECIPROCAS
Sea P(x) un polinomio reciproco, a P(x)=0
se llama ecuacion reciproca.

Ejemplo 1
Halle el valor de m si la ecuacion:

(9m-4)x’~Jm (9m—4)x+m+5=0 admite raices
reciprocas.

Resolucion:
Sl tiene raices reciprocas se cumple:
IM-4=m+5 = 8m=9

9

Lm = —

8
Ejemplo 2

Resolver la ecuacion z+2236z%+2z+1=0

Resolucién:
Dividiendo por z* y agrupando se tiene:

(z2+—12—)+2[z+—1-)—-6=0
z z

Haciendo z+-—l-=u = z2+—12-=u2—2

Z z
Queda: u*-2+2u-6=0 = (U-2){(u+4)=0
= u=2 v u=-4

De donde:

Z+ — :2 = lel, z2=]
A

1
it =4 = zy3=-2+ B, z2,=-2-3
C,S.:{l,—2+\/§,-—2-—\/§}
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7. ECUACIONES BINOMIAS

Son aquellas ecuaciones polinomiales de la
sigulente forma:

R T tE .
1 .o e ;-
HI !
(] W e "' "
R R P
R A

.-
b
.I
T HIRORY
o

. }' g ! . ,
W WWMMW&W

Para la solucion de estas ecuaciones es necesario
el teorema de De Moivre (radicacion en ia forma
polar de nimeros complejos, ver Tomo 1, Cap. XIll).

Resolver: x"+A=0, AcC.

Resolucion:
xX'=-A
Sea —A escrito en la forma polar como
~-A =[-Al(cosa+isena)=|-A|cisx
= x'=|-A|cisa

o o el e Y

Ejemplo 1
Resolver x’-8=0

Resolucion:
X’-8=0 = x°=8

ATl

Re

o — ,...)

8 =8cis(°

= x’=8cis0° — x=3/8 cis(o +2k-1-t~)

3

(2kn
= XxX=2cCis '—3'—

Sik=0 = x,=2cis0°=2(cos0°+isen(’)=2

Sik=1 = x,= 2c1sg§- 2[cos(2;J+1sen(23 D=—1+sf1

Sik=2 = x;= 2(:15-:4—:-;E = 2['cos( 4; J+ lsen( 4; ]] =-1-+3i

={2,—1+~/§i,——1-~/§i}

Ejemplo 2
Resolver x*+ \fS_ -3i=0

Resolucion:

x'= -3 +3i

120°=x

3

En la forma polar: |—J§ + 3i| = ,,(—\5 )2 +32 =23

= o=120°

fano = "i'
—J3

= —3+3i=23cis120° = 2~/§cis-2§

= X -2J?:c1s? = X= 42\/§‘cis (%E+2kﬂ)/4

—

=5 X = \fl_c1s(£+%) = k=0,123

Propiedades de las raices de la ecuacion
2-1=0

a) Laecuacion z"=1 no admite raices multiples
Como sabemos, | en la forma polar se
expresa como 1=cis(°,

2km

— Z= ClS‘T n=0, 1, 2. (l’lwl)

Para cada valor de k los resultados z son
diferentes.

Ejemplo:

1 :
—_——t—1
2

Si z°=1 = z=1, z,= ;

Denotados por 1, w, w*
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b)

El producto y el cociente de dos raices de
z'=1 o toda potencia entera de una raiz es,
también, una raiz de la ecuaciéon z"=1.
Veamos:

Sean dos de las raices:

o = cxsgﬁg Bzcis2k2n
n n
. 2(Kk,+Kk
[  o-P=cis ( 1n 2)" esraizde z'=1
a . Ve n
. — =cis 2(k;-k, )7 es raiz de z"=1

L. Por definicién o =1 = (" )" = (o )" =1

\

— P esraizde z"=1

Las ralces comunes de dos ecuacionesz"=1,
=1 son también raices de zP=1, siendo p

el maximo comin divisor de m, n.

Reciprocamente, si o es una raiz de zP=1,

sera también raiz de z"=1y z"=1.

Veamos:

n=kp, m=rp

= a“:akp=(ap)k=lk=l

r
m:a‘pz(ap) =1 =1
. o esaraizde ", z™

&L N

Cuando “n” es un nimero primoy o es una

raiz de la ecuacién z'=1 con o#1: la

sucesiéon «, o, o, ... o" nosdaralas nraices

de la ecuacion.

Definicion (raices primitivas)
Las raices de la ecuacién_x"=1 san: ..

Resolucion:
Se descompone en (x*+1)(x*~1)=0

Se cumple x°-1=0 v x%~1=0
. Si x-1=0 = x’=1 v x%-1=0 que tiene

pOY raices.
. :1+\/:§i_—1—~/§i,_1. 1-\Bi 1+ 3
? 2 ) 2 ) } 2 ) 2

I Six*+1=0 = x° +-—l—3 =0, haciendo x+l=u
X X

Se tiene u’-3u=0 con lo cual u=0, u=+3,
u= -3
1 l 1

Entonces, X+—=0’ X+—=+3 ’x+__—__\/§
X X X

Cuyas raices son:
_ "\E +1 -\/g _-_l \/?_) +1 \/;3: —1]
) 2 ? 2 } 2 } 2

V3 +i P
la raiz primitiva, las

Si lamamos o =

demas raices son:

: 6
a,of, o, 0, o, b, 0, od, o, o!0, ol 1

ECUACION POLINOMIAL DE GRADO n

Sea el polinomio general en una variable de
grado .

8.

AREALRR A
v’ :"'1 ) "'-b" o * o, (AR
" L ‘i 4

“‘f“ wrt +an 5%@}%0

A la igualdad P(x)=0 se llama ecuacién
polinomial de grado n.

La resolucion de estas ecuaciones hemos visto
particularmente de la ecuacion lineal, cuadratica,
cubica, cuartica, bicuadrada, reciprocay binomio
mediante férmulas generales en términos de sus
coeficientes. Sin embargo, no ha sido posible

Lt WWM < PR IIAIKT AR 27 LIV RRS S NKARANA NS NASAN W w2 22 77 Ly,
/7

k (}1 2. .,(n-—l)

N R AR ) K A P S, Mj

?

§' x*‘“ COSW + 1se:n
i % v, e :_',: . A :

L W”m WWWJMMM“ W'l > v i)

okm (2!(1:

et e 8 GO vmm:-. L

De estas cuando k es primo, se llaman raices
primitivas.

Ejemplo:
Resolver la ecuacién x'*-1=0

resolver en forma general una ecuacién de quinto
grado o superior mediante férmulas generales
(por radicales). Mas aun el matematico Evariste
Galois (1811-1832) demuestra que el polinomio
general de grado n=5 no es soluble por
radicales, mediante la teoria de grupos (tratado
en Algebra Moderna). Pero silos coeficientes son
numericos, el valor de cualquiera de las raices
reales puede hallarse mediante aproximaciones

(visto en las aplicaciones de la derivada).
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Teoremas generales

En toda ecuacién polinomial de grado n y
coeficientes reales, sitiene unaraizde laforma
a+bi, a,be R Ab#0, entonces tendra otra raiz

dela formaa-bi.

Demostracién

Sea el polinomio P(x) de coeficientes reales
P(x)=ax"+a,x"'+. . .+a, a;# 0. Supongamos
que z=a+bi es una raiz de P(x), probaremos que

Z es otra de sus raices.
Veamos, como z es una raizde P(x), por definicion

de raiz se tiene:
a,z"+a .z +a,z"*+. . .+a_ =0
Tomando conjugada (niimeros complejos)

a,z" +a;2" " +ay,z"+...+a, =0

a,-z"+a;z" "' +a,z" *+..+a, =0

Pero agy, &, a, . . . a, son reales.
ao +alzn l+alzn2+.+an=0

De donde vemos que Z esraiz del polinomio P(x).

i Corolario
S1 una raiz del polinomio P(x) de coeficientes

racionales es la forma a+Jb a.be Q Adb2Q.
entonces otra de sus races es a—./_

Ejemplo 1
Resolver 3x°-5x% +x-6=0

Resolucion:
Factorizando por el método de divisores
bImomicos, vemos que 2 es una raiz.

Por la regla de Ruffini: |
3 -5 1: -6
oAl 6 21 6
131 3 [ o

: -1+ 35

Ejemplo 2:
Resolver x*+2x°-5x*+6x+2=0

Resolucion:
Factorizando por aspa doble especial

X +2x 34+ Sx246x +2 SDT:—5x ?
>[<2 ST: 3x?
>< W 1 Falta: -8
. . T
X’=2x+2=0 v Xi44x+1=0
xX-2x+1=-~1 x‘+4x+4=3
(x"l )2=-"1 X=-2 ::\/§

C.S.={i+1,1—i,—2+~/§,—2—«/§}

Sea el polinomio a[,x“-i-a xvl+a zx“*z-i- +a_ =0,
ap#0deraicesx,,x,, Xs,X,,..,X, Se cumple.

I. Sumaderaices:

a
Xy Xy + X5+ + X, = ——
dg
i[. Sumadeproductosbinarios:
d
XXy + X1 X3+ + X, X, ===
dg
[II. Sumadeproductos ternarios:
a
X X9 Xy + XXXy +oe b Xy oX, X, =——in
. A,

IV. Sumadeproductostomadosdek enk
K a
X(XpX3 o X +XpX3- XieXic - =(=1) ak
0
V. Productoderaices:

a
X1 XoX5... X, =(—1)"
dp

Ejemplo 1
En la ecuacién x°—2x"-8x>+16x*+16x-32=0 se
cumplira que:

—2

L xpexs=(-1)" —= _32 32
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Veamos
Factorizando por el método de divisores
binédmicos vemos que 2 es una raiz, entonces:

16 +-32

1 2 -8 16
ol 2 o0-16 032

1 0 8 0 1610

Se tiene:
(x=2)(x*-8x*+16)=0 = (x-2)(x*—4)*=0
(x-2)’(x+2)°=0

Luego, las raices son:
X1=2, Xo=2, X3=2, X,==2, Xs=-2

De donde:

L x;+x,+xg+x,+x,=2

I X XoX3X =32

Ejemplo 2
Si 1+/3 esunaraizde *+ax®+bx+4=0cona,b

e 0, halle ab.
Resolucion:

. Si xl=1+~f§ => x2=1—~\/§ (teorema de la

paridad de raices)
ll. Sea x4 la tercera raiz, por el teorema de

Cardano: xx,x;=-4
= (1+B)(1-Bp;=—-4 = —2x,=-4

™

= X3=2
1L —a=x]+x2+x3=l+x/§+l—\/§+2 = a=-4
V. b=xx,+xX3+XX3=X, Xy +Xx5(x, +X,)
=(1+\/§)(1-\/§)+2(1+\/§+1—\/§)

— b=-24+4 = b=2
;. ab=-8

~ TEOREMA DEL YALOR:INTERMEDIO -

En todo polinomio P(x) de coeficientes reales,
si P(a).P(b) <0, entonces existe al menos una
raizrealxy € <a,b>.

Teoria de ecuaciones

Ejemplo 1
Sea P(x)=x"-2x-5
Se observa que:
P(2)=8-4-5 = P(2)=-1
P(3)=27-6-5 = P(3)=16
y como P(2).P(3)<0 = existe al menos una raiz
X, de P(x) en el intervalo <2, 3>.

Ejemplo 2

{Cudntas raices reales tiene el P(x)=x’-3x’~
4x+117

Resolucion:

Se verifica que:

P(-2).P(-1)<0 = Ix,e<-2,-1>/P(x;)=0
P(1).P(2)<0 = 3Ix,e<1,2>/P(x,)=0
P3).P(4)<0 = Ix;€<3,4>/P(x;)=0

“. el polinomio tiene tres raices reales.

Si el polinomio P(x)=(x~a)‘q(x) /q(a)#0 se
cumple: P(a)=0
P’(a)=0
P”(a)=0

Pk-1)(a)=0

Es decir, todas sus derivadas hasta el orden
(k-1) seanulanen"a".

aad

Ejempio 1

Sea P(x)=x"-3x"+3x-1

Se observa que P(1)=1-3+3-1=0
Ademas,

P'(x)=3x"-6x+3 = P’(1)=3-6+3=0

P'(x)=6x-6 = P’(1)=6-6=0
Entonces, 1 es una raiz triple en el polinomio.

Ejemplo 2
Demostrar que x*+qx*+s=0 no puede tener tres
raices iguales.

Resolucion:
Sea P(x)=x'+qx’+s
Supongamos que x, es la raiz (triple)
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Entonces

P(x) = x* +qx§+s=0
Ademas,

P’(x)=4x3+2qx = P'(x,)= 4x§ +2qx,=0
P'(x)=12x*+2q = P"(xy)=12x% +2q=0

De P,(XO):X():O V x0=.—- _"%

De P"(xy): x,= % —%

Vemos que x, que anula a la segunda derivada es
distinta al x, que anula a la primera derivada.
. O puede tener tres raices iguales.

Frecuentemente, es necesario transformar
una ecuacion en otra, cuyas raices tengan una
relacion con las raices de la ecuacion general.
Sus principales tranformaciones son:

1. CAMBIAR DE SIGNO A LAS RAICES

Dado el polinomio P(x) de raices x;, x., . . .,
x,. Para hallar otro polinomio del mismo grado,
cuyas raices sean -X,, =X, —X3, . . . , =X, Sera
suficiente cambiar en el polinomio P(x), x por —x.

Ejemplos:

1. SeaP(x)=x’+5x+6deraices -2, -3, entonces
P(-x)=x"-5x+6 tiene como raices a 2, 3.

2. Sea H(x)=x’-4x-5 de raices -1, 5, entonces
H(~x)=x"+4x-5 tiene por raices a 1, -5.

3. Sea Q(x)=x’-2x’+x-6 de raices 1, -2, 3,
entonces Q(-x)=-x"-2x*~-x—6 tiene por raices
a-1, 2, -3.

2. MULTIPLICACION DE 1AS RAICES POR UNA

CONSTANTE

Sea P(x) de raices x|, x,, ..., X, se busca otro
polinomio del mismo grado de raices rx,, rx,, rxs,
.. ., X, donde r es constante no nula.

Sean x, las raices de P(x) se busca otro polinomio

' Y e
de raices y,=rx, = x,=— sera suficiente

Y

X
cambiar en P(x), x por % 6 P

Ejemplos:

1. Sea P(x)=x*-4x+3 de raices 1, 3 se busca
otro polinomio de raices 4, 12 es decir, las
anteriores multiplicadas por 4.

Sea x raix de P(x) se busca otro polinomio de

raices y=4x = x=-§

2
= El polinomio es P X=X gl X143
41 16 4
De donde se ve que las raices de

x* X
— =4 —= |+3 .
T (4]+ son 4, 12
»
Veamos ——x+3=0 = x?-16x+48 =

) N
X -12
sus raices son 4, 12.

2. Sea P(x)=x°-3x-18 de raices -3, 6 se busca
otro polinomio de raices 1, -2, es decir, las
raices de P(x) quedan divididas entre --3.
Sea x laraiz de P(x), se busca otro polinomio

X
deraizy=— = x=-3y
Se tendra que reemplazar en P{x), x por -3x.
Entonces, el polinomio es (—-3x)*~3(-3x)-18,
es decir, 9x“+9x-18 sera el polinomio
buscado de raices 1, -2.

Veamos: Ix°+9x-18=0 = x*+x -2=0

N
X —1

De donde las raices son 1, -2,
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3. LAS RAICES AUMENTADAS EN UNA
CONSTANTE

Sea P(x) un polinomio de raices x, Xy, . . ., X,
se busca otro polinomio de raices x,+r, x,+r, . . .,
x,+r, es decir, las raices aumentadas en una
constante r.

Sean x, las raices de P(x) se busca otro polinomio
de raicesy,=x,+r = x,=y,~r. Bastareemplazar

en el polinomio P(x) x por x-r.

Ejemplo 1

Sea P(x)=x*-5x+6 de raices 2, 3, se busca otro
polinomio de raices 6, 7, es decir, las raices
aumentadas en 4.

Sera suficiente reemplazar x por x—4, luego:
(x—-4)*-5(x-4)+6 es el polinomio buscado, es

decir: x*-13x+42 tendra raices 6, 7.

Ejemplo 2
Dada la ecuacion x*+2x-15=0

Halle otra ecuacién cuyas raices sean el triple de
las raices de la ecuacién anterior, disminuidas en 1.

Resolucion:

Sean x las raices de x*+2x-15=0 se busca otra
ecuacion del mismo grado, cuyas raices sean
y=3x-1 (triple, disminuido en 1)

Wi
3

= X

x+1 :
Luego, reemplazando x por 3 se tiene:

x+1Y Xx+]1
| +2| — |~-15=0
3 3
2
(x +1) +g
3
x°+8x~128=0
Como observara:
X +2x-15=0 = x,;=-5;x,=3
x°+8x~128=0 = y,=-16;y,=8
De donde y,=3x,-1 , y,=3x,—1

=

(x +1)-15=0, efectuando

4. 1AS RAICES RECIPROCAS
Dado un polinomio P(x) deraices x, x,, ..., X

n
. : , 1 1 1
se busca otro polinomio de raices —,—, ..., —.

Xﬁ )Qz an

i
Es suficiente cambiar en P(x), x por —.

X
Ejemplo 1

Halle una ecuacion de segundo grado cuyas
raices sean las inversas de las raices de x*-
4x+3=0

Resolucion:
. 1 1Y (1
Cambiandoxpor — = | —| -4} — [+3=0
X X X
= 14x+3x’=0 = 3x'-4x+1=0

3x>k—-l
X ~1
La ecuacién buscada es 3x*—4x+1

Ejemplo 2
Sea P(x)=a,xX"+ax™ " +a,x"*+ ... +a_ de raices

| 1

X,, la ecuacion de raices X, ’ %, AR X

x],x2, oo ay

1

se encuentra cambiando x por e asi:

n n-1 n-2
] 1 |
ao ; +a1 "'; +a2 ; +...+an=0

Multiplicando por x" se tiene:
a x"+a__x"'+. .. +ax+a,=0

5. CUADRADO DE LAS RAICES
Dado un polinomio P(x) de raices xy, X, . . .,

x, otro polinomio del mismo grado de raices

xZ, x2,...,x- consigue reemplazando x por Jx .

Sea x la raiz de P(x) se busca otro polinomio de
raiz y=x*.

= X =,y = Sereemplazax por Jx .
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Ejemplo 1
Busque una ecuacion de segundo grado cuyas
raices sean el cuadrado de las raices de x*~5x+6=0

Resolucion:

Bastara reemplazar x por Jx .

Entonces, (J.; )2 - SJJ_C +6=0

— x+6=5Jx = (x+6)*=25x
— x?+12x+36 =25x

.. x> -13x+36=0 serd la ecuacién buscada vy,

efectivamente, sus raices son 4, 9 es decir 2°, 3°.

s R o L = o > B RN I L LR e AE - = .
= 5, o oy - - Srppt = T, e v HENE i <ED, o =
::_I::;';;'-; » --;.-:;:-“'3-'/' P L N ".‘.-._. A ’;‘ R LT S T b R e =
= e . = R RO O ' W T, e et T TTownt o WMNESTER SE R . T
e . -5 '3 %] - oo e, TOEERN, T pleeT e -

e = e " L e g T e =

- ' . 7- st R z

. > 9 : L NET_ Foes Fpat e fleTE maam T A . &

sar -l i R Tl Sy it = .o e W o oy el

. .*'.-?‘;'(i L LT e S >""‘::".- o e - .:-':;?-""'I". -i-‘i-.' s S g b S = "o

Sea f(x) una expresion algebraica racional
fraccionaria, a la expresion f(x)=0 se llama
ecuacion fraccionana.

Ejemplos:
L

x+1 2x—l=

43x +1 x?

3 =0
x°-7x+1 x+3

RESOLUCION DE 1A FCUACION FRACCIONARIA

f(x)
g(x)
g(x) h(x) son polinomios y g(x) es no constante.

=h(x), donde f(x),

Resolver la ecuacidon

Resolucion:

L Se analiza el conjunto de valores admisibles
o campo de definicién de la ecuacion
g(x)#0.

II. Se multiplica por g(x)y se tiene f(x)=h(x)g(x)
una ecuacién polinomial.

[II. La solucion de la ecuacién fraccionaria son

las soluciones de la ecuacion polinomial de I,
siempre y cuando satisfacen la condicion 1.

Algebra

-

Ejemplo 2
Sean a y b las raices de x*+3x+2=0 hallar a*+b".

Resolucion:
.  Buscaremos la ecuacion de raices a%, b?, asi:

\/;2+3\/;+2=0

= 3\/—=—(x+2) — Ox =x°+4x+4

— x?2-5x+4 =0 tiene raices a*, b”.
II. Busquemos la ecuacion de raices a*,b?, ast:

Sl o5x +4=0 = x+4=5Jx

= X2 +8x+16=25x = x*-17x+16=0

Por el teorema de Cardano: a’+b*=17

""" X e R T
AN 5 e s 5 il L B G
Ejemplo 1

L 2x 4
Resolver la ecuacion: -X=
X—2 x—2
Resolucion:
. Conjunto de valores admisibles x # 2
2x 4 2(x—2)
—_— =X = =X
xX-2 x-2 (x-2)

2(x~<7)
Como x#2 = =X = X=2
x<2

Contradiccion a la condicién inicial, por lo
tanto la ecuacién no tiene solucion.

Ejemplo 2

Hall : L : —E
arx en: 2x-3 2x%-3x x

Resolucion:

[ CVA. 2x-320 A x#0

3
— X¢-2" AX#0

[I. Multiplicando por 2x*-3x se tiene:

oxt-3x 3(2x*-3x) 5(2x*-3x)
2x -3

2x% -3x X

4
x-3 = 10x-15 = x=:3-



CAPITULO |

Teoria de ecuaciones

Ejemplo 3
Resolver
2(x2—x+1) 3(x+2)*
x3 +1 (x+D(x+2)°
Resolucion:

Observacioén: x° +1= (x+1) (x2 - X+ l)

ECUACION IRRACIONAL

caltne el . B ot

En la ecuacion:

2( : H) 3(x+2) _,
(x+1)( 2 +1) (x+D(x+2)

2 3 X
=1 = =1
x+1 x+1 X +1
I
= —Xx=x+1 " x=-=
2

Sea f(x) una expresion algebraica irracional,
f(x)=0 se llama ecuacion irracional.

Ejemplos:
. J7-x+3x-1=0
5
2. FSx +7=0
V2x -1

Para su mejor estudio analizaremos por
separado los radicales de indice impar y los
radicales de indice par.

1. RADICALES DFE INDICE IMPAR
Sea f(x)= 2n+,yg(x) esta definida para todo

g(x)eR A xeR vya que las ecuaciones
Irracionales solo se estudian en R.

Usaremos este teorema en la solucion de las
ecuaciones irracionales de indice impar.

Ejemplo 1
Resolver

Y3 +8x—-1=x+1
Resohicion:

Del teorema:

%/x3+8x-l =x+1] & Jc3-1-8x—--1:(x+1)3

& X +8x-1=x+3x% +3x +1

Transponiendo terminos y simplificando se tiene:

3x:-5x+2=0
X -]
De donde, 3x=2 v x=1

. 2
~. las soluciones son 3 v,

Ejemplo 2
¢De cuantos elementos esta constituido el
conjunto solucion de la ecuacion siguiente:

_1_..(3_._._.')(_] +]\—3_.__2
3/;\\)(4-1 / Vx+1

Resolucion:

Multiplicando por 3/x 3x+1 con x#0 A x#-1

Recordando (a+b)’=a’+b’+3ab(a+b)

Al cubo: x-—,l'+x+}'+3§/x2——ﬁ/2_x=2x

Reduciendo se tiene:

3%/23(()(2 —I) = ()

El cual es equivalente a
x(A-1)=0 = x(x+1)(x-1)=0

De donde x=1

-. tiene un solo elemento en su conjunto
solucion.

39



Lumbreras Editores

r

R —— Rk - hiadehes

2. RADICALES DF iNDICE PAR

El estudio de las ecuaciones irracionales sélo
se reahiza en los reales, es decir:

S g(x)=%Yf(x) , ne N, se dira:

g(x) es real no negativo, si y sélo si f(x)>0,
ademas queda garantizada la definicion de g(x)
siysolosi f{x)>0.

Para resolver estas ecuaciones seguiremos el
siguiente procedimiento.

Resolver:

glx ) =4f(x)

Resolucion:
. La ecuacidon esta bien definida si

g(x)20 A f(x)=20 de donde obtenemos

en campo de definicién para la ecuacion.
ll. Garantizada la existencia, elevamos a la 2n.

g*"(x)=f(x)
llI. La solucion general estara formada por
aquellos x que cumplen conly Il

Ejemplo 1
Resolver 3x -2-+x+3=1

Resolucion:
I. Definir bien la ecuacion:

3x-220 A X+320 & ng AX2Z2-3

De donde x 2%

I V3x-2=+x+3+1

Elevando al cuadrado m.a.m.
Ix-2=x+3+142Vx +3 & 2x -6=2Jx +3

& x —-3=+x +3 la cual esta definida si

x 23
Al cuadrado:

X -6x+9=x+3 & xX2-Tx+6=0
& (x—-6)(x-D=0 con x>3

‘. X =6 existe una sola solucion.

Algebra
Ejemplo 2
Resolver /x? _21x+90 —vx?+3x~54 = X -6
Resolucion:

I. Definiendo bien Ja ecuacién:
x*21x+90>0 A x*+3x-54>0

(x ~15)(x ~6)20 A (x —6)(x +9) >0

X €< =00;6]U{15;+00> A x €< ~00: -9 U[6:+ 00 >

De donde xe€<-o0;~9]U[15;+ > U{6}

L *) Jx—6)(x-15) —J(x-6)(x +9) =V/x =6

x € [15,+00>U{6}

Simplificando Vx —6 se tiene:

Vx -15-Jx +9 =y/x -6
con x 28 A x 215

a) Para no perder solucién x-6=0 = x=6
b) Al cuadrado:

(JJ{-—IS)2 =(Jx +9 +x —6)2
x-15=x+94+x-6+2 J(x +9)(x —6)

~18-x=2/(x +9)(x —6)

Cuya ecuacion no tiene solucién puesto
que -18-x<0.
La unica solucién es x=6.

Ademas

2

**) J(x-6)(x-15) ~Jx - 6)(x +9) = —/6—x
X €< —oo,—9]

Simplificando 6 - x

VI5-x ~yJ-x-9 =-/6-x

VI5=x +6—x =-J-x-9

Elevando al cuadrado:
21-2x +2J15—x/6—-x =-x =9
30 ——);+2\ﬁ5-—x\/6—x ={,x €< 0,9

o+

+ [ .
En este caso no se tiene soluciones.
~CS. = {6}



Problemas Resueltos

Problemat

Resolver la ecuacion

5x+1 3x-2 2x-3
+ + =
D 3 2

0

Resolucion:
a+b a b
Recordando que =—+—
C C C
En la ecuacion:
5 1 3x 2 2x 3
+ — + + =0
5 5 3 3 3 2
3x=g«+§-—l = 3x:5—9
3 2 5 30
59
X = —
90
Prohlema 2

Dada la ecuacion en x
(2x-Dn"-(3x-1)n-2(x-1)=0

Halle el valor de n para que la ecuacion tenga

infinitas soluciones.

Resolucion:
Efectuando

2xn°-n“-3nx+n-2x+2=0
Agrupando los términos con x.
x(2n*-3n-2)=n’*-n-2

Tendra infinitas socluciones cuando

2n°-3n-2=0 A~ n-n-2=90

Nt N
n -2 n 2

n=1/2vn=2 A n=2vn=-|

.. tiene Infinitas soluciones cuando n=2.

Problema3
"Resdiver 1a-ecadalion e x.

x+ta | x+b = x-a N xX-b
ab+a+1 ab+b+1 ab-a+1 ab-b+l

Resolucion:
Restando 1 en cada bloque:

X+a X+Db X—a x-b
~ 1+ -1= -1+ -1
ab+a+1 ab+b+1 ab—a +1 ab-b+1
Efectuando
xnabuypx—drd_l_xmdyép_+ x-b
ab+a+1 ab+b+1 ab—a+1 ab-b+1

Se cumplira la igualdad sélo cuando
x—1b-1=0
-, Xx=ab-+1

Prohiemad
Sila ecuacién es x’+x°~1=0 de C.S.={a, b, ¢}
Halle el valor de:

a\/—_2 b\/—*b cv-c¢
T +
Ja®—-bce b%-ac c-ab

Resolucion:
Siaesunaraiz — a’+a*1=0
Por e] teorema de Cardano abe=1

— a’+a‘—abc=0 = a’+a-bc=0

J-a = ]
\/bz—ab

Luego, lo pedido es: a+b+c
Por el teorema de Cardano a+b+c=-1

— a‘~bc=-a =

Prohiemad

Halle la ecuacion polinomial de menor grado v

coeficientes racionales donde una de sus raices
es 2+§’/§ .

Resolucion:
Si x=2+33
Hallar la ecuacion de coeficientes racionales
implica eliminar los indices de los radicales de

x=2+3. = x=2=3R_

Al cubo: (x-2Y=33 = x*-3x°.2+3x.4-8=3
Simplificando: x*-6x*+12x-11=0
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Determinar las condiciones para que se cumpla:

. x*-8x+a =0 tengaraices iguales

II. 3x*-10x+ o =0 tenga raices positivas

[[I. 3x*~10x+ o =0 tenga raices de signos
opuestos.

IV. xX*4+8x+ o =0 tengalas dos raices negativas.

Resolucion:
[. Raices iguales (discriminante nulo)

Fnx>-8x+ o =0 = A =(-8)"-4(a)=0
De donde o =16

A>0
[I. Raices positivas: {x,+x, >0

XXy >0

En 3x*-10x+ o =0

10
X;+Xyg=—2>0

3 o> 0
X;-X =250
%2 =3

A=10°-4(3)>0 = OLS%S—

25
Entonces, o€ <0;—3~—>

A>0
XX, <0

[[I. Raices de signos opuestos -

Fn la ecuacion: 3x°-10x+ o = 0

o
XX, =—<0 = a<0
3

A=10°-4(3a)>0 = a<§

De a<0 A oc<g§- = (E<—o0;()>

(A>0

[V. Raices negativas X, +x; <0
XXy >0

En la ecuacién x*+8x+ a = 0

XXy =0.>0

A=8"-4(a)>0 = a<16
De donde ae<0,16>
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Problema ]

Si{a, b, c} cR-0esuna de las soluciones de la
ecuacion en x.

a(b-c)x*+b(a—c)x+c(a-b)=0 es.

Resolucion:

Se puede observar que el polinomio cuadratico
se anula para x=-1.

Por la regla de Ruffini:

ab-ac ab-bc ac - bc
-ab + bcji
x=1 l —ac + bc
ab-ac ac-bc 0

LLa otra raiz se halla en el cociente:
c(b-a)
a(b-c)

(ab—-ac)x+ac-bc=0 = x=

Problema 8

Si {a, b} es el conjunto solucién de la ecuacion:
x*=197781x-197771 = 0

Halle el valor de: a’+b*+a’b*+2ab(a+b+1)

Resolucion:
Como podra percatarse lo pedido es equivalente
a: {(a+b+ab)?
Por el teorema de Cardano-Viete.
a+b=197781 A ab=-197771
= a+b+ab=10
. (a+b+ab)*=100

Prohiema9

Si el conjunto solucién de la ecuacion

5x°+3x*++5=0 es {a,b,c}
Hallar el valor de:

ab (azb2 — l)+bc (bzc2 ~ 1)+ac(a2c2 — 1)+ 5a° +3a°

abc

Resolucion:

Por el teorema de Cardano:

a+b+c=—§
5

Fn 5x°+3x*+5=0 = {ab+ac+bc=0

abc=——5--l
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Lo pedido es:

a’b® —ab +b3c® —bc+a’c® -ac +5a° - 3a?

abc

a’b® +a’c® +b’c’ —(ab+ac +bc) . 5a° +3a’
abc abc
Como ab+ac+bc=0
= a’b’+a’c’+b’c’=3a’b%c?=3
Asimismo como a es una raiz: 5a*+3a‘+5=0
= 5a°+3a’=-5
Luego, lo pedido es:
3-0 -5
+
-1 -1

=-3+5=2

Problema 10
Halle el grado del polinomio de menor grado que
posee a:

J3 +2 como raiz simple.

3++/5 como raiz doble.
1-2i como raiz triple.

V2 =3 como raiz simple.
Siendo el polinomio de coeficientes racionales.

Resolucion:
Si el polinomio es de coeficiente racional:

«  J2++/3 es solucién de una cuadrética.

« 3+./5 también solucién de una cuadratica,
pero como es de multiplicidad doble, entonces

3+ J§ sera solucidon de una cuartica.

* 1-21 es soluciéon de una cuadratica, pero
como es de triple multiplicidad, entonces 1-
21 sera solucion de una ecuacion de grado 6.

* J2-J3 es solucién de una ecuacién

bicuadrada.
Luego, sumando los grados se tiene:
2+4+6+4=16

. el polinomio sera de grado 16.

Problema 11

Halle una ecuacién cuadratica de raices py q.

Si:

. En 2x*-(p-1)x+p-3=0, sus raices positivas
difieren en 1.

. x*+(g-1)x+q-2=0 tienen solucién tnica.

Resolucion:

La ecuacién buscada es x*~(p+q)x+pq=0, con

los datos 1 y Il hallaremos p y q.

. Raices positivas y difieren en 1.
Factorizando:

2x?~(p~1)x +p-3

Sl

-3
Por condicion B-E—- =2 = p=7

[[. Solucién tnica (A=0)
(q-1)*-4(q-2)=0 = g¢*-6q+q=0
= (g-3)°=0 = q=3

Reemplazando p vy q en (a) se tiene la
ecuacion pedida: x*~10x+21=0

Prohlema 12
S1 p y q son numeros reales para los cuales las
ecuaciones cuadraticas:

8x°—(4p+2)x+2=0

(7g-2)x"~<(5q-3)x+1=0
tienen las mismas raices. Encuentre el valor de
Pq

Resolucion:

S1 tienen las mismas raices se tiene:
8 _4P+2 _ P

792 53 |

0
@
1. 5 :—2—=>7q—1:4—_—>q=§-
7q-1 1 4
4p + 2 5
. =2 = 2p+1=5q-3=5=—
2 593 i 7
mp—-——?—
14
N
.. Pq o3
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Algebra

Problema 13
St dos de las raices de la ecuacion:

ax +bx+ex +dxl +ex-2=0

de coeficientes reales son los complejos iy 1.
Obtener a+b+c+d+e si c-e=1

Resolucion:
.  Siiesunaraiz se tiene:

al+b-ci-d+e1-2=0
(a—c+e)i+b-d-2=0
como c-e=1 = a=l

[Il. Lasraicessoni,-t, -, 1+i, X
Por el teorema de Cardano:
i(-)(1-)(1+i)x=2 = x;=1

[[I. Como 1 es una raiz se tiene:
a+b+c+d+e-2=0

. a+b+c+d+e=2

Problema14
Encuentre el valor de k si la ecuacion en x.

x*-(3k-2)x%+ (k-2)*=0 si dos de sus raices

negativas distintas suman -b6.

Resolucion:
Sean o, B, —o,—P las raices a,peR”

Pordato a+p =6
L.a ecuacion bicuadrada es:

x* (2 +82)x% + 0Bt = 0
Asimismo es: x—(3k-2)x*+(k-1)?=0
De donde se tiene:
a’+B°=3k-2
(af)=(k-1) = af=k-1 v aff=1-k
a+pB=06

Sabemos que (o +B)° = o +* +2ap
Por datos:
. Siof=k-1= 62=3k-2+2(k-1) = k=8
de donde un valor de Kk es 8.
. Si af=1-k = 6°=3k-2+2(1-k) = k=36
. kes8des 36.

Prohiema 1o

En un concurso nacional de matematica, frente a

la resolucion de una ecuacion cuadratica ocurre
10 sigulente:

I.  Un alumno se equivoco en el término inde-
pendiente y obtuvo como soluciones a 8y 2.
[I. Otro alumno se equivoco en el coeficiente

del término lineal y obtuvo como soluciones
-Jy-1.
¢Cudl fue la ecuacion correcta?

Resolucion:

.  Si1obtuvo como soluciones a8y 2la ecuacion
que resolvid fue:
x*-(8+2)x +82=0
T T

correcto  equivocado

II. S1obtuvo como soluciones -9, -1 la ecuacion
que resolviod fue:

xX=(=9-1x+(-9)(-1)=0
T T

equivocado correcto

~. la ecuacion correcta fue: x*~10x+9=0

Problema 16
Sabiendo que ¢ es una raiz de la ecuacién

ax’ +(b-ac)x*-bex®-bx?*~(—a-bc)x+ac=0, a# 0
{Qué condicion debe cumplirse para a, by c para

que todas las raices sean reales. (a,b,ce R)

Resolucion:
Si ¢ es una raiz, por la regla de Ruffini se tiene:

a b-ac -bc -b -a+bc ac
cil{ ac bc 0 -bc -ac
a —a ]0

b 0 -b
1/¥ a a+b a+b a
a atb a+b a 0

1|V -a -b -a
‘a b a [0

Sélo faltaria que las raices de ax*+bx+a=0 sean
reales, sabemos que una ecuaciéon cuadratica
tiene soluciones reales si la discriminante no es
negativa, entonces:

A=b’*-4ac=0
. la condicién es b*>4a* A a,b,ce R
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Problema 17
La ecuacion x*~7x-12=0 posee dos raices cuya
suma es —1. Calcule la suma de las inversas de
las otras dos.

Resolucion:
St la suma de dos de sus raices es -1, la suma de
las otras 2 es 1.

Factorizando:
X+ 0x3 = 0x2=7x =12 SDT: 0x?
x2>k —-X %3 ST: x*
x* X 4 Falta: —x*
X, + X, =1
En x¥*x-3=0 = { L2
xlxz - ‘_3
Xq+ X, =-1
X+x+4=0 = { >
X3X, =4
De las condiciones se pide:
tyl_x+x 1 _ 1
Xl X2 'XIXZZ "3 3
Probhiema 18
S1 las ecuaciones en x
*+x+a=0
x*+2x+b=0
. ) ) 5(a-b)?
tienen una raiz comun, calcular —b >
-2a

Resolucion:
Si o0 es la solucién comun, entonces:

o’ +200+b =0 ..... (II)

(2)-(1); aa=a-b (la solucién comun)
Se reemplaza en la segunda ecuacion:

(a-b)*+2(a-b)+b=0 = (a-b)*=b-2a

- lo pedido es:
(94 )
 p—2a

/

Probiema 19

Para qué valor del parametro real n la ecuacion
x*-2x*+(n+5)x +n=0tiene dos raices imaginarias
puras y conjugadas.

Resolucion:

Sean las raices ki, -ki, ke N
Entonces, el polinomio tiene un factor x*+Xk.
Dividiendo por el método de Horner.

1 -2 'n+5  n
: 2
0|y 0 -k
- 3 0 2K’
1 2 o o0
n+5_k220 ........... ((I)
n+2k2= .......... (B)
10
200)+B:3n+10=0 = n= g

Problema 20

Resolver la ecuacion en x.

x+a-b a’+b® x+a+b
x-a x*-a’ x+a

Resolucion:
.  Conjunto de valores admisibles.

x-a#0 A x+a#0 = xeR-{a,-a}

x+a-b x+a+b_a2+b2_
X—a X+a x* —a’
Minimo comun multiplo

1.

(x+a-b)}x +a) :(x +ra+b)(x-a) a’+b’

LLM =3
= x’+ax+ax+a’-bx-ab-(x’~ax+ax-a’>+bx—ab)

=a’+b’
Efectuando y simplificando:

a+b
2

2x(a-b)+2a’=a’+b* = x=

45
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Problema 21

5

Halle el valor de ?—4 si la ecuacién x’-5qx+4r=0

tiene una raiz de multiplicidad 2.

Resolucion:

Sea el polinomio P(x)=x-5qx+4r

. cesunaraiz = c’-5qc+4r=0

[l. ¢ es una raiz de multiplicidad 2 de P(x),

entonces, ¢ es raiz de P’(x)=5k4—5q.
= 5¢'-5q=0 = g=c*...... (a)
. (a)en(D:c>-5(cHc+4r=0 = r=c’..... (b)

> (<)
V. aybenlopedido q_4_ 1

)

Prohiema 22

Resolver la ecuacion:

x(x+4)+6+x(x+6)+12 _ x(x+2)+2+x(x+8)+20
X+ 2 X+3 x+1 x+4

Resolucion:
Como nos piden una de las raices.

Tomemos x*+ (a+b)x+a’+b*-ab=-3ab
Es decir, X*+(a+b)x+(a+b)*=0

4 A
De donde, x=(a+b)| - +-’§—i

p—

1
2

\ 2 J
L na de sus raices sera: (a ; b }(-—-l + \/§ i)
Prebliema 28
St las ecuaciones:  x*+ax’-2=0
xX*+x°bx—4=0

senen tres raices comunes.
Jetermine el valor de a-b.

Resolucion:

+~ 2O tienen tres raices comunes, sea
-~ -nxy+p el factor comun de los polinomios:
T=z-2 A X+x3-bx4

~CLTOWCes,

B

T —ar=-2=(X"+mx*+nx+p)q,(x) ... (o)
1" =1 -bx—4=(x"+mxX* +nx+p)q,(x) ...... (B)

1?!

(B)-(a):
x’—ax’~-bx-2=(c* +mx’+nx+p)(q,(x)-q,(x))
De donde q,(x)-q,(x)=1

= a=-m, b=-n, p=-2

(200)-(B):
x*=x°+ 2ax* +bx = (x"+ mx’ +nx+p)(2q, (x)-q,(x))
De donde, 2q,(x)- q,(x)=x
= —l=m A 2a=n A b=p
Luego, b=p=2, 2a=n=-b=—(-2)
a=1
. ab=1-(-2)=3

Problema 29

En un polinomio moénico P(x) de coeficientes
racionales, se sabe que una de sus raices es

hik +2

Determine el producto de las raices de dicho
polinomio, si es de grado minimo.

Resolucion:

Reduciendolaraiz x = ¢ 29/5 + 2\/§ se encuentra

x=2+32.

Como nos piden una ecuacion polinomial de
coeficientes racionales, habria la necesidad de
eliminar los radicales.

3 3
De x=v2+3¥2 = (x—\/-Z-) =(€/2_)

= -3 V2 +3xV22-23=2

(x3 +6x — 2)2 = (3.)(2 + 242 )2
De donde el polinomio buscado es:
P(x)= (x3 +6x— 2)2 — 2(33{2 + 2)2

Por el teorema de Cardano, el producto de raices
es igual al término independiente (por ser moénico
y de grado par).
Luego, x,X,...x.=P(0)=(-2)*-2(2)’

XXy Xg=—4
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Problema 30

Si se sabe que las raices de la ecuacidén
x*-2x*+x+3=0 son x,, X,, x,. Halle una ecuacion
cubica de raices x, X,, X, X3, XX, enincégnitay.

Resolucion:
L.a ecuacion buscada sera:
y—x 1%, ) (y=x,.55) (Y=x.x5) =0, efectuando
y? = (XX, + X1X5 + X35 )y + XX, %5 (0, + Xy + X, )y = (x,2,%5)2 = 0
Por el teorema de Cardano:

X +Xo+Xxq5=2

X1 X+ X X3 FXoXq=1

X1 XoX3==3
Fmalmente se tendra:

Y=y +(-3)2)y-(-3°=0 = y-y*6y-9=0

Probiema 31

Halle los numeros reales a y de modo que 1+i
sea una raiz de la ecuacién x’+ax>+b=0.

Resolucion:

Por el teorema de la paridad de raices, si 1+i es
una raiz, el otro sera 1-i siendo x*2x+2=0 la
ecuacion que genera a estas raices, lo cual implica
que x-2x+2 es un factor de x’+ax*+b=0
Luego, por Horner:

2a+4 | 2a+4
J da —4a

I 2 a+2 2a 0 0

Como es exacta (definicion de factor)
-2a—4+4a=0 —= a=2
b—-4a=0 = b=8§

Prohiema 32

Determine las condiciones para el parametro a
real para que las cuatro raices de la ecuacion:
x*—ax’+(a+2)x*~ax+1=0, sean positivas.

Resolucion:
Delteorema de Cardano, x,+x,+Xx;+x,=a y como
las raices son positivas a>0.

Al factorizar la ecuacion reciproca.

)
a |1

Xl x*—ax+(@a+2)~—=+— (=0

x x*

Se hace x+l=y == x2+-}5:y2—2
X X

SN

Ademas, como xe R" = y>2

La ecuacién queda: x°[y*~2-ay+a+2]=0

= y“-ay+a=0con y=>2

Es decir, y-ay+a=0, a>0 es una ecuacién

cuadratica de soluciones mayores o iguales a 2.

De donde se debe cumplir:
A20 A Y +Y,24 A Yy, 24

a‘~4a>0 A a>4 A a>4
azd
. las condiciones del parametroaes a>4 .

Prohiema 33

Sia>b>0, determine el cociente entre la mayory

la menor solucion de la ecuacidén en x:
1 1 1 ]
—_—t— ==
X a b x+a+b

Resolucion:

.  Conjunto de valores admisibles.
xz0 A x+a+bz0

lI. De la ecuacion:
1 ] |

+—+—=0
X x+a+b a b

x+a+b—x+a+b_0
x{(x+a+b) ab

r —

] ]
+.......__
x(x+a+b) ab_

= (a+b)

Luego, x*+(a+b)x=-ab

= (x+a)(x+b)=0 = x=-a, x=-b

= xmayorz_b? Xmenor— —4
. -b b
. lopedidoes: — ==
—a a

47
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Prohiema 34

S1 x;, x,, X4 SON las raices de la ecuacion:
x*-2x* +5x-2=0. Halle: x; +x; + x5

Resolucion:

#%..  TEOREMA -

P

Dado un polinomio P(x) de grado n y
raices xj, X,, . .., X,.
El cociente de dividir P’(x) entre P(x)
tiene como coeficientes las sumas de las
potencias de las raices x|, x;, . . ., X;, COMO

seindica:

!
P(AJ

P(X)

] ! : 2 2 P4
(X+X5+..X5) X +X+..X X+X,+.,4, ..

T

Ejemplo: P(x)=x*-5x+6 de raices x;, x,. Halle
X7+ X; .

Resolucion: |
Usando este método: P(x)=x*-5x+6, P’(x)=2x-5

2 5 0 0.
5

10 -12
25 =30
-6 i 65 78
% % 113 3T5 ........
N+x X +X, x4 )y,
lo cual es cierto lo que las raices x,=2, x,=3
L Xp 4 X5 =35

Se aplica al problema: |
P(x)=x"-2x*+5x-2 = P’(x)=3x"-4x+5
Por Horner:

i 3 -4 5 0 O0....
2 l 6 -15 6
-3 4 -10 4
2| ~-12 30 -12
32 80 32
3 ) -6 =16 2...
! } ’

i | . § } %
CH+X X g +xX X af Lyt s

" .x‘{"-rx§'+x§ =2

~8

Algebra

Problema 35

Si los coeficientes en el orden que se encuentran
en el polinomio
P(X)=(m+2)x"+(m-1)x*+2-m,
progresion aritmetica.

Determine una de las raices reales de P(x).

estan en

Resolucion:

Efif=cgnill Sia b, cestanenPA. = 2b=a+c
Entonces, para el polinomio se cumplira

2(m-1)=(m+2)+(2-m) = m=3
Asi, el polinomio es: 5x*+2x*~1=0

2+ PF_AG)(=D)
2(5)

De donde, Xx= ::\

148
V 5

Como se pide las soluciones reales:

oAk el

=1

Probilemta 36

Si dos de las raices de la ecuacién 3x°-6x*-9x+n=0
se diferencian en 1. Calcule el valor de n.

Resolucion:
Sean x,, x,, X5 las raices.

Del dato: x;—x,=1 .... (o)
Por el teorema de Cardano-Viete:

XI +x2+X3:2 ....................... (1)

X].X'2+X]X3+X2X3=—3 ........... (2)
Ii

X(XpX3= T3 creeeernnecnnnnnnnennes (3)

(o) en (1): x;+(~1+x,)+x;72 = x3=3-2x,ya

que de (o) x,=x-1

Reemplazando en (2):
x(x=1)+x,(3-2x )+ (x,-1)(3-2x,)=-3

7
De donde: x;=0 v X|=3
Si x,=0 = x;=-1, x3=3en(3)n=0
4 5 140
Si xl=2- = Xo=7, X3=~= en{3) n=——

3 3’ 3 9
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Prohiema 317

Resolver la ecuacion en x:
x*+ax’+2x+b=0 si se sabe que admite una raiz
real de multiplicidad tres.

Resolucion:

Sean o, ¢, o, 3 las raices o,pPe R
Por el teorema de Cardano—Viete.
L x;+Xy+Xx3+x,=300+p =-a

. Suma de productos binarios: 3o(a+8) =0

de donde =0 v a=-f.

[II. Productos ternarios: o“(a+3p) = -2
Observamos que o # 0

Dellylll: a=-—f A a*(a+3p)=-2

se tiene: (-B)Y°(-B+3B) =-2

= B3 ==] = f==1 = a=1

. lasraicesson:1,1,1, ~1.

Problema 38

Dada la ecuacion en x.
X’+(n+2)x*+(n*-3)x+n3+2=0

Determine el valor del parametro real n para que

elvalor de x! + x; + x> sea maximo.

Resolucion:

Usando el teorema del problema 34.

Sea P(x)=x’+(n+2)x*+(n°=3)x+n°+2
P'(x)=3x"+(2n+4)x+n>-3

Por Horner: P'(x) + P(x)

1{3 2n-4 n—3 0...
—n-2 ~-3n-6 ~3n~6 ~-3n>-6
-n°+3 n“+4n+4 M- 3dn+2) ...
- 2|y
3 —n-2 -n*+4n+10
x|+, + X, X x4 X!

Se quiere que x; +x; + x5 sea MAaximo

Pero x?+ x2 +x2 =-n"+4n+10=14-(n-2)

14-(n-2)? es maximo cuando n=2.

Prohiema 39

Luego de resolver la ecuacion:
-1 ¥Yx? -1
S x 2 —1 %/; +1
Calcule la suma de sus soluciones.

=8

Resolucion:

Haciendo 3/x =y con y = -1

se tiene:
4 2
y2 Iy 1=8
y -1 y+l1

O*+DOET D+l
»A y

y+1y+1=8 o y*-y-6=0

& (y-3)(y-2)=0
De donde y=3 v y=-2

y=3=3%x = x,=27
y=-2=3Yx = x,=-8
. x|+x2=27—8=19

Problema40

LLuego de resolver

Vx+1-3Yx-2=1

Dé como respuesta la mayor solucion.

Resolucion:
Si x-2=t° = x=t3+2
En la ecuacidn:

\/t3+2+1—§/t?=1 = x/t3+3=t+1
Al cuadrado:

P+3=t"+2t+1 < t5t2-2t+2=0
Al factorizar se obtiene:

(-1 (t+ ~2 )(t-2)=0
Como se busca el mayor valor de x se consigue
con el mayor valor de t.

Cont=+2 = xz\/§3+2
X =22+ 2
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Problema 4t
Resolver en x.

a+X a—X

a’+ax+x? ax-x’-a’ x(a4 +a’x? +x4)

Resolucion:
Equivalente a:

d+ X d-—X

aZtrax+x? a’-ax+x? X(a4 +a’x? +x4)

(a+x)(a2-ax+x2)+(a—x)(a2+ax+x2) 3
(az+ax - -—ax+x2) x{a® +at +x4)
3 3
D+ +adt-x=— = x=—
X 2a
Prohlema 42

Resolver la ecuacion:

2+ (VX =2 ~V2-X ) x*+3x+4=26

Resolucion:
.  Se define la ecuacion;

x=-220 A 2-x20 = x=2

. 2°+23x+4=26 < 2x°+3x-22=0
Al factorizar se encuentra que también x=2
es una solucion.
Lo X=2

Prohiemad3d

Si x, es una soluciéonde 32x +7 +3¥x +3 =1, halle

el valor de 3f2x, -2

Resolucion:
ox+7T+x+3+(-D=0
Recordar:

Si a+b+c=0 = a’+b’+c’ =3abc

En el problema:
2x+7+x+3+-1=3 3(2x +7)(x +3)(-1)

o Fx+3)=-Z32x+7D(x+3)

50

(x+3) =-2x+N(x+3) = (x + 3)[(1’-&-3)2 + 2X + 7]= 0
& (x+3)(x*+8x+16)=0

De donde s0lo x=-3

~. lo pedido es 32(-3)-2 =2

Probiema 44
Resolver: (x=16)°+(11-x)>+125=60x—15x"

Resolucion:

Como (x=16)}+(11-x)+5=0, la ecuaciéon queda:

F(x-16)(11-x) B = }5 (4x - x*)
Que se reduce a: x—27x+176=x"—4x
& 23x=176

176
. X= 923
Probiema 49

Resolver en x.

x(«fmz —x2 +n’ —xz):mn |m|>|n]

Resolucion:
.  Se define bien la ecuacion:

m’-x*>0 A n*-x*>0 = x°<n’

[I. Al elevar al cuadrado.

— —

lm?=x*+n? —)(2+2\Km2 —-xz)(nz—x2) ~ m*n°

- -

Se transpone términos y se da forma de un
cuadrado perfecto.

mn? - (m2 + r12)x2 +x* - Z\sz —xz)(n2 —)cz)x2 +x'=0

v

(mzxz)(n2 --)(2)—2\f(m2 - )(2)(112 ~ x° )x2 +x%=0

A,

(\/(m2 —xz)(n2 —xz) -—x2) ={)

P (mzhxz)(nz~~~~x2):x4 — (m2+nz))‘c2-~—*mzn2

I

s x =
Jm? +n?




P roblemas Propuestos

Respecto a la ecuacién en x, a(a*~1)x=0,
establezca el valor de verdad de cada
proposicion:

. Escompatible para cualquier valor de a.
II. Sia=-1, tiene infinitas soluciones.
[II. Sia=0, tiene solucién Gnica.

IV. Sia e {0,1,-1}, tiene una tnica solucion
e igual a cero.

A) VWV
D) FFFV

B) VFVF C) FFVWV

E) FVFF

Determine el valor de verdad de las
sigulentes proposiciones con respecto a la
ecuacion en x:

a2(a-2)-(a+1-aa —a Jx =a-2

I. Esdeterminado cuando a#1Aa#-1
II. Esindeterminado cuando a=1 v a=-1
[lI. Es incompatible cuando a=2.

A) VWV
D) FFV

B) VVF C) VFV

E) VFF

Luego de resolver la ecuacion en “x”

x—-2a x-3a 23x-4a
+ = 2a
5 15

X +a+

Es cierto que:

A) la soluciéon depende de a (ae R ).
B) tiene una sola solucién.

C) no tiene solucién.

D) tiene infinitas soluciones.

E) tiene dos soluciones.

Indique el valor de verdad de las siguientes
proposiciones en base a la ecuacion:

x(x-1)%(2x-3)* (x>~ /3 )?=0

. tiene 4 raices o0 4 soluciones.

[I. tiene 10 raices y 5 soluciones.

lll. tiene a x=0 como una raiz simple y a
x=3/2 como raiz triple.

A) FW
D) VFV

B) FFV C) FFF

E} VFF

Luego de resolver la ecuacion en “x”.

x-a x-b x-c¢ {1 i 1)
+ + =2 —+—+—

bc ac ab a b c

Establezca el valor de verdad de las
proposiciones:

. Sia+b+c=0la ecuacion tiene infinitas
soluciones con abc # 0.

II. 51 a+b+c 20 siempre existe solucién y
es unica.

HI. Siempre la solucion es a+b+c.

A) VWV
D) FW

B) VFV C) VFF

E) FFV

Senale el valor de “m” si una raiz de la
ecuacion x>+ (m-Dx*+(3m-1)x-19=0es 1.

A) 4
D) 5

B) -4 C) -5

E) 7

Si x, es una raiz de la ecuacion x’=x+3.

2x; —5
Halle el valor de: 2x, +1
A) 1/2 B) 2/3 C) --3/5
D) -4 E) 1

o1
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13.

52

S1 m,n,p son las raices de la ecuacion:
x*-2x*+4x-2=0. Halle el valor de:

r 3/2 2

LU LI P__.__

L(m ) —l p- 1|
A) 8 B) 4 C) 2
D) 18 E) 20

Las raices de la ecuacion cuadratica:
x*~-ax+b=0 verifican el sistema:

X, +X,=3
x;+9x,=9
Halle el valor de de “a”.

A) 2
D) -2

B) 3 C) 4

E) 5

Calcule el mayor valor que tiene «m» para
que la ecuacién:

+m=(m+1)x-1
tenga raices iguales:

A) 1
D) -1

B) 5 C) 3

E) -3

Dado la ecuacién en “x” ax*+bx+c=0 de
raices x;, X,

Halle la relacion entre los coeficientes si una
raiz es la mitad de la otra.

A) ab’=9%a’c B) 2b*=9%ac C) 3b=2c
D) 5b=7c¢c E) 7b=4a

Siendo {a,b} el conjunto solucién de la
ecuacion 2x’-x+3=0
Halle el valor de: (2a-1)(2b-1)+8

A) 10
D) 14

B) 12 C) 17

E) 15

St una raiz del polinomio P(x) es 2 tal que
P(x)=yx*-yx—6

4.

15.

16.

17.

Algebra

Halle el valor de la otra raiz.

A) 0
D) 3

B) 1 C) 2

E) -1

S1 {u,v} es el conjunto solucion de la
ecuacion: x“+3x+k=0; sabiendo que
u’+v3=6k.

Calcule el valor de k.

A) 1
D) -2

B) -1 C) 2

E) 9

Dada la ecuacién: 4x° +12x* —209x— 627 =0.
Si x; es una de sus raices {x, = -3), calcule

Xo_

209

o [

) T3 B) -3 ) 3

o 1
12 E) 1o

Halle el valor de P si las raices de:

2
x*=mm, meR*

2
x*-(p+3)x + (E] +1=0

SOn x'=mm+1,

i
C)g

E) -2

2
A) -3

3 B) 0
C) 1

Si el polinomio P(x)=ax’+bx’- 6x+e, a # 0
admite como raices a:

l 0 01

2 p+1 7 72 pl®—p
Donde: p ¢ {-1,0,1}
Halle el valor de ¢:

A} 2
D) 5

B) 3
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18.

i9.

20.

21.

22.

S1 las ecuaciones en “x”:
3nx*-2nx+1=0, n«0

X+m+n+pq X+n+qg+m

n—m+gq n+m-+q

=(m+n+p)d
son equivalentes. Halle el valor de n.

A) 0
D) 2

B) 3 D) 1

E) AVC

Al resolver la ecuacion bicuadrada:
x*~(3n-Dx*+n(2n-1)=0, n<0
Indique cuantas soluciones reales tiene

dicha ecuacion.

A) O
D) 3

B) 1 C) 2

E) 4

S1 la ecuacion en “x”
(a’-13a¥)x+a’+a=6-36x

tiene como conjunto soluciéon a R,
entonces los valores de “a” son:

A 2:3 B) -2; -3 C) 2 -
D) 2,-4 E) 3
Resuelva la ecuacién x*+6px—2k =0

Si 3x’+(k+a)x+5-k=0 tiene raices
reciprocas y 6x°+(2p-1)x+8=0 tiene
diferentes raices simétricas.

A) 4, -1
D) 2: 4

B) 4,1 C) 3,-3

E) -8, 2

Luego de resolver x*+4x+3+i=0, indique
la parte imaginaria de una de las soluciones.

A) 1_2‘/5 B) ‘52"1
o Jﬁz—l

23.

24.

25,

26.

Indique una cuadratica de raices m y n si
las ecuaciones:

6x°+(2m+Dx+4n+2=0

2x° +5x+6=0
son equivalentes

A) xX*-5x+6=0
B) x*-11x+28=0
C) xX*-3x+4=0
D) x*-x-2=0

E) x*-5x-10=0

De la

me R An>0, establezca el valor de verdad
de las siguientes proposiciones:

ecuaciéon  x°+mx?-n=0,

. Sim>0 tiene una sola solucion real

I[I. Sim<0tiene las tres soluciones realesy
positivas

il. Sim>0 tiene dos soluciones negativasy
una positiva

A) VFV
D) FVF

B) VFV C) FFV

E) VFF

La ecuacidn fraccionana

x—1 N 2x +1
2x-1 x-1
ecuacion lineal. Dé como respuesta la suma
del valor de a con la solucidn de la ecuacion

resultante.

—a se transforma en una

93 61 65

A) o5 B) 355 Q) %
b 47 m 22
) 55 65

Calcular el modulo de una de las raices de
la ecuacion: (x - 2)2 + \)7 + ZJE = —-4x

B) 3 C) 4

D) 1 E) 3/2
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27. Determine la condicién que debe cumplir 31. Sisesabe que n#p, resolver la ecuacién
el parametro real “a” de manera que:

=200 -Dx*+ 22 -24 =0

Admita al menos una raiz real y otra

x“+(a+2b)x+b*+ab+n x+b

x*+(b+ 2a)x+a2+ab-lL-p x+a

compleja. N n+p 0 n—p o b a

A) L<0 B) A<2 S an-bp =P

C) 0<x<?2 ap —bn bp —an
D) E)

D) A>2AA1>3 E) -2<A<0 n-p n-p

28. Obtener una ecuacién bicuadrada en x 32. Alresolverla ecuacién

sabiendo que desde sus raices son las raices 1 . 1 _ !
de la ecuacién 22_42_7=0 m(x + 3) - 2n n(x + 3) —2m 0,75(“ . m)(x + 5)

indique una de las soluciones obtenidas.

A) x*-8x*-14=0

B) x*-4x*-7=0 A) 3m-n B) 9m—1In
On-11 3n—m
C) x*-8x2+14=0 SRS n
D) x*-24x?+49 o) Sn-lin
4 2 3n—-m
E) x*-30x°+49=0
3n-m 3n-m
D) E)
29. Luego de resolver: OSm-1ln 9n-11lm
2
2(x”—6x+9) = — ] + o 33. Luego de resolver:
(x*-5x+6)(x-4)(x-3) x*-5x+6 x-3
avx—a+bvx-b b
enuncie el valor de verdad de las x-a+b= —3_—5 +Jx-b & F
proposiciones siguientes: Senale la suma de sus soluciones.
I. La solucién es racional. _
[Il. La solucién es irracional o la solucién A) 6a B) 6b+a () ——
es una fraccion. 3
[ll. Lasolucién es realyla solucién es entera. 7a-b 4a+b
D) =3 E) 73
A) VWV B) FVF C) FFV
D) VFV E) VVF 34. Responda con el producto de las soluciones

de la ecuacion:
30. Resolver la ecuacién x*+mx®+2x+n=0 e

Indique la suma de todas sus raices l(5x+1)2 N 1£3x-~-~1)2 8
sabiendo que admite una raiz triple. o ax+1l 3 3x+1 15
A) 2 B) -1 C) -2 A) 9 B) 1/3 C) 3
D) 1 E) 0 D) 1 E) O

o4
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35.

36.

37.

38.

39.

Para la ecuacion

Q/;E-H/x“ :{+§/—2—\/x4—1 = X

es clerto que:

A) tiene una sola solucion

B) no tiene solucién en R
C) la suma de las soluciones es 2
D) la Ginica solucion es 3

E) AvO

Indique el denominador de la solucion de
la ecuacion en x:

x(\/b2 —x? et —x? ) =

A) bc B) Jbc C) Vb+c

D) vb%+c? E) Vb?-c?

De el mayor valor de “a” tal que las raices

de la ecuacion:
-(a+3)x*+(3a+2)x-2a=0

estan en progresion aritmeética

A) 1
D) 3

B) 3/2 C) 2

E) O

Luego de resolver x°+3x-2i=0
Se obtiene las raices x;,Xy,X3

Calcular [x;|+]x;|+ x|

A) 3 B) 4 C) 5
D) V3+2+1 E) V7+V2+]

a’ [ aY
Enlaecuaciénenx: S—+4-x3=92 x+=

8 \ 4
el cuadrado de la Gnica raiz positiva es igual
a la diferencia de los cuadrados de las otras
raices.
Encontrar dicha raiz real.

40.

41.

42.

43.

Teoria de ecuaciones

A) Va+3

D) 2

C) 2
E) 1

B) Va

Si se sabe que a,b,c sonraices de la ecuacion
X*-2x* +3x+4=0

Halle otra ecuacion cibica, cuyas raices

sean a(a+1), b(b+1), c(c+1)

A) X+2x°+3x+8=0
B) x°+4x+8=0

C) xX*+46x+8=0

D) x’-12x-8=0

E) X’+3x+8=0

Dar un valor de “m” para el cual la suma de
las cuartas potencias de las raices de la
ecuacion x’-mx+1=0 sea minima.

A) V2
D) -1

B) V3 C) 1

E) 3

Si las raices de la ecuacion:
x*+2(m+2)x+5=0 son superiores a la
unidad, entonces:

A) me (—o,-3)
B) me (1,+)

C) m ( \/_-1-2 \/_+2>
D) me (—o,/5+2)
e

E) m € (—o0,\5 +2 :| [\/_ 2,+00)

Para la ecuacién x%-x®+2x*-3x-1=0 es
cierto que:

A) tiene 4 raices reales

B) tiene 6 raices reales

C) tiene 4 raices no reales

D) tiene al menos 2 raices positivos
E) tiene 2 raices reales negativos
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44.

45.

46.

47.

48.

56

Para que valores de “k” la diferencia de

raices de la ecuacion en “x”
4x2-—10(2k+1)x+14K+5=0

es minima

11

A) 0 B) 1 C) “%0
44 11

— e E —

D) ~%0 ) 100

De la ecuacion x*+px*+q=0 es verdadero
o falso que:

. Si p>0— posee 4raices reales

. Si p>0Aqg<<0— siempre tendra 2

raices reales
1. Si p?=4q = tendra 4 raices reales

A) VWV B) VVF
D) VFF

C) FVF
E) FFF

Si la ecuacidn fraccionaria:

(x -1)x -2)x-3) _
(x +1)(x +2)x +3)
se transforma en una ecuacién polinomial.

Halle la suma de productos binarios de las
raices de la ecuacion transformada.

x%=-3x+11
x*+3x+11

A) 10
D) 13

B) 11 C) 12

E) 14

Dar un valor de “m” para el cual la suma de
las cuartas potencias de las raices de la
ecuacion

x*-mx+1=0 sea minimo

A) V2 B) 1 C) V3
D) -1 E)

Resolver la ecuacion bicuadrada en x
*+(b-a) O+ D+x+1)+c(x-3)-1=0y
senale el producto de dos de sus raices.

49.

20.

51.

S2.

B) +/5i

A) 5i

D) J10i

C) —-10i

E) J8i

Sabiendo que las ecuaciones:
x*+mx+2n=0

X +nx+2m=0

poseen una raiz en comun, halle otra
ecuacion cuadratica cuyas raices sean las
no comunes de las anteriores

A) X*+(m+n)x+mn=0
B) x’~(m+n)x+mn=0
C) x*+2mx+n=0

D) x*+2nx+m=0

E) x*-2(m+n)x+9mn=0

Siendo a+b+c¢=0, halle una raiz de
a(a+2b)x*+b(b+2¢c)x+c(c+2a)=0

g8 a- blc-a)
A) b-c B) b-c ©) a(b-c)

c(a-b) a—Db
D) a(b-c¢) E) c—a

Resuelva la ecuacidon en “

a +\/;— \/‘{ab}cR“r

A) a-b
D) 2b-a

B) 2a-b C) a+b

E) 2(a+b)

De la ecuacion: 3x°~4x*+13x+2=0
Es cierto que:

A) tiene 3 raices reales y positivas

B) tiene 2 raices positivas y 1 raiz negativa
C) tiene 2 raices negativas y 1 raiz positiva
D) 1 solaraiz real y negativa

E) 1 solaraiz real y positiva
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23.

24.

39.

26.

S1 la suma de las dos raices positivas de

1

4x*-(4m+Dx*+m=0 es 1+“I; y

2px°—4px +5p=3x“+x-8 tiene el producto
de sus raices igual a dos veces su suma.
Halle p+m.

A) 3
D) 15

B) 7 C) 11

E) 19

Para qué valores de “m” la ecuacion:
2 S
(2&) + i} +3L1+i]= 0

tiene 2 soluciones iguales

A) 1v-3/5 B) 2v-3
C) 4

3
D) 1v2 E) —g,—?)

Dada la ecuacion: a,x*+a,x+a,=0
cuyo conjunto solucion es:

1+ 1 J+ .
- 3k+1 3k +4|

o (3k+1X3k+4)a, +a, +a,)

Hall
do
A1 B) -1 C) 2a
1
D) -2 E) a,

Dado el polinomio:

Plx)=ax"+a,x" " +...+a_,a, %0

Si a; +aj+as+...a° =1 Ademas P(1)=1

a7.

58.

59.

60.

Halle: (a0+1)2+(a,+1)2+...(an+1)2

A) n
D) 2n+4

B) n+2 C) n+3

E) n+4

Dado el polinomio
P(x)=x"-(ab+ac+bc)x’+(ab+ac+bc)x-
2abc(a+b+c)

P(ab+ac+bc)
Halle (ab)*+(bc)?+(ac)?
A) 1 B) 2 C) -2
D) -1 E) O

Calcule el moédulo de una de las raices de
la ecuacion

(x—2)% +/7+2J10x = —4x

A) 3
D) V2

B) 2 C) 1

E) 242

Resolver la ecuacion en “x”

x*+6x 3\/5(1""%)

3?12 3¥941 R
A) V6 B) 6 C) %2
D) ¢12 E) $72

Si Y1+vx —Y—x +Y1-Vx =1

Halle el valor de:

CH2 433 +4x% +5x+6
A) 61 B) 32 C) 21
D) 10 E) 6

57



LT T

w“.fA KR
Wi

¢ W,

o+

.
.“...". [ T H]
"

2

R TR

R
I '
i "wl:
““. 1 ..“.)
' u ..#
g J". %.-
- ,
! 3
W
" .
£ oA S '
ey .
T . W " " \
T OPR ..n....r.r., o"._r..v i i
L. \ [ H
PRI\
- “l‘ - -’- -' .l hl.l! ll.l!l ’I””
T A R ..M. b S .u.
- ¢ . Yav e N
N MO nn.nn-
[N -
] I -
N 3 R
T 2
N
oaied
y
- l’... o
N "
& v N
* ..I.V RN . N
H ‘o .
-\ R
' V- ., u....l
" d . ' .~ . .
' . <
N . . s

LV
s T
w -

Va Zap
AN Lmap A 4 g N

A
taas A4

T

W

Rl Aadrd

P77 DR R L & %

z

T

WL

v,

s s

r A

N

o

s

L4

:.-.;w‘

EALR

Wy LN

x-o
AT A

Lol

’I

§

il

.

!
Ly

‘e

47

32

™~
-—

-

E

48

33

18

49
50
51
52
53
54
55

34
35
36
37
38
39
40
41

57

42

19
20
21
22
23
24
25

58

C

43

28

59

44

-

60

A

oh
'
"~

e
.

ot N

~ -

E

45

A

30

R S L
‘ IO ST

._ ..pr A__Jr/.gw

Gl

[ 1]
-

-
-
-
*‘
-

"r

-

-

= ~
=" %
= o e

e

. =

o T
=5
o &
i N s e 2
o

-‘b_— o v.‘
o

e
r’.
.
i,,;.
T



